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1 Lineare Gleichungssysteme

1.1 Einfiihrung

Trotz der Tatsache, dass fast alle realen Zusammenhénge in der Astro-
nomie und der Physik nichtlinear sind, sind Reduktionen auf einfachere
lineare Modelle gang und gibe. Viele mathematische Untersuchungs- und
Losungsmethoden, exakt oder iterativ, sind fiir lineare Modelle besser
entwickelt, deshalb setzt man diese oft ein, auch wenn sie sich wesentlich
vom urspriinglichen nichtlinearen Modell unterscheiden. Die numerische
Losung nichtlinearer Probleme wird in fast allen Fillen auf die Losung
von linearen Gleichungssystemen zuriickgefiihrt. Diese Tatsache erkliart die
zentrale Rolle, die den Losungsverfahren linearer Gleichungssysteme in der
Numerik zugewiesen wird. Um ein lineares Gleichungssystem mittels Soft-
ware l6sen zu konnen, bringt man es (fast) immer in die Standardform Az = b

fl(flj'l,...,(lj'n) 111 +a12(1§'2 4+ ... +a1n$n b1

fg((lj'l,...,(lj'n) 9211 +6L22(L’2 4+ ... +a2n$n b2
F(X) — . = . =

(@1, xp) Ap1T1 + Qoo + ...+ QonTy, by,

Lineare Gleichungssysteme sind angenehme numerische Probleme, da die
Daten des Problems in algebraischer Form vorliegen, das heifit in Matrizen
und Vektoren. Diese Daten sind natiirlich durch das Problem gegeben, und
die Eigenschaften des Problems kénnen zu speziellen Eigenschaften der Ma-
trizen fiithren, die durch angepasste Losungsverfahren schneller oder einfacher
gelost werden konnen.

Die Anzahl der arithmetischen Operationen bei der Lésung von groflen
linearen Gleichungssystemen ist sehr grof. Fiir ein vollbesetztes System mit
1200 Gleichungen ist ein Arbeitsaufwand von mehr als einem Gigaflop/s er-
forderlich. Auf grund dieser enormen Anzahl von Rechenoperationen stellt
sich automatisch die Frage nach der Losungsgenauigkeit, Robustheit und Ef-
fizienz der verwendeten Verfahren.

Um nun das gegebene Gleichungssystem effizient, schnell und problem-
bezogen l6sen zu konnen, muss man die Wahl zwischen zwei Klassen von
Algorithmen treffen:



e Direkte Verfahren, die auf einer Faktorisierung der Systemmatrix
beruhen und mit einer endlichen Anzahl von arithmetischen Operatio-
nen die (exakte) Losung liefern.

e Iterative Verfahren, die auf der iterativen Fixpunktbestimmung von
Gleichungssystemen beruhen und in den meisten Féllen einen unendli-
chen Prozess zur (exakten) Losung bendtigen.

1.2 Matrixnormen

Um fiir Konditionsberechnungenen den Grad der Nachbarschaft von
Matrizen ausdriicken zu koénnen, gibt es die zur Vektornorm &quivalente
Matrixnorm. Diese Abbildung

|- : R — R, die fiir alle A, B € R"™™ den Bedingungen

L{All = 0,

2J|All=0 <= A=0 (Definitheit)
3.||aA|l = ||af - ||Al|, «€R (Homogenitit) und
4|A+ B|| < ||A|| + ||B||  (Dreiecksungleichung)

gentigt, heifst Matrixnorm.
|| - [+ wird als Spaltensummen-, || - || als Zeilensummennorm und || - ||2 als

Euklidische Norm bezeichnet.
All diese Normen sind dquivalent und untereinander durch konstante Rela-

tionen verbunden.

1.3 spezielle Matrixeigenschaften

Wenn man bei der numerischen Losung linearer Gleichungssysteme spezielle
Eigenschaften der Matrizen beriicksichtigt, kann man sowohl die Zuverlissig-
keit als auch die Effizienz der Losungsalgorithmen erhéhen.

Die transponierte Matriz AT ensteht durch die Spiegelung von A an der
Hauptdiagonalen:



C=A" = ¢j=ua; firadleije{1,2,...,n}

Eine symmetrische Matriz stimmt mit ihrer Transponierten iiberein, das
heifit:

AT = A

Die Eigenschaft, dass die konjugierte Transposition A" einer komplezen
Matrix

C=A" — ¢j=a; firaleij€{1,2,....n}
gleich der Ausgangsmatrix ist, nennt man Hermitizitdt.

Eine orthogonale Matriz ist eine quadratische Matrix mit folgender Eigen-
schaft

QTQ=Q0Q"=1 mit Q" =Q".

Bei komplexen Matrizen heifit diese Eigenschaft unitdr.
Ein besonderer Typ von reellen symmetrischen/komplexen hermitischen Ma-
trizen sind positiv definite Matrizen, die in vielen Anwendungen auftreten.

1.4 speziell besetzte Matrizen

Fiir die Auswahl des richtigen Losungsverfahrens spielen Matrizen mit spezi-
eller Besetzungsstruktur eine wichtige Rolle. Besonderes Augenmerk gilt hier
den verschwindenden Eintrégen a;;.

e Diagonalmatrizen, sind nxn-Matrizen



e Dreiecksmatrizen:
Eine nxn-Matrix T' = t;; wird obere Dreiecksmatriz genannt, falls ¢;; =
0 fiir alle j < 7 gilt:

tir tiz ... tin
t ton

po| ot
0 tan

e Tridiagonale Matrizen:
Eine nxn-Matrix A = a;; wird Tridiagonale Matriz genannt, falls a;; =
0 fiir alle | j — i |> 1 gilt, das heifit nur die Haut- und die beiden
Nebendiagonalen besetzt sind:

a1 a2 0
G221 Q22 (23

A= 39

anfl,nfl anfl,n
0 an,n—l Anpn

e Bandmatrizen:
Eine nxn-Matrix A = a;; wird Bandmatriz genannt, falls nur
die Haupdiagonale und einige Nebendiagonalen zu Null verschiedene
Eintriage haben (z.B. Pentadiagonale Matrix).

e Blockmatrizen:
Eine Matrix nennt man Blockmatrix, wenn sich die Eintrdge in der
Matrix selbst wieder zu sogennanten Untermatrizen zerlegen lassen.
Mit dieser Methode kann man auf Losungsmethoden zugreifen, die fiir
oben genannten Matrizen verwendet werden.

1.5 Kondition

Die Kondition eines linearen Gleichungssystems ist am einfachsten im
zweidimensionalen Fall darstellbar. Die Lésung von

anx +appy =b;  (Gerade ¢1)



an® + axpy = by (Gerade ¢3)

ist der Schnittpunkt S der beiden Geraden in der x-y-Ebene. Stort
man nun diese Geraden verschiebt sich der Schnittpunkt 7" der gestorten
Geraden f; und fy bei gut konditionierten Problemen kaum. Je schleifender
der Schnitt zwischen den Geraden, desto grofler der Abstand von S und
T. Diese anschauliche Konditionsbetrachtung ldsst sich im groben auch
auf den n-dimensionalen Fall iibertragen. Wenn Ax = b das zu losende
Gleichungssystem bestimmt, AAx = Ab das gestorte System, dann ist
cond(A) durch

cond(A) = [|A]| - [|[A7Y]

definiert. Im allgemeinen gilt, je hoher die Konditionszahl, desto schlech-
ter konditioniert ist die Matrix. Der Wert héngt von der verwendeten Ma-
trixnorm ab. Mittels der Konditionszahl und den Normenwerten von A und
b 1483t sich zum Beispiel der relative Fehler von x bestimmen.

1.6 Direkte Verfahren

Alle Verfahren zur numerischen Losung von linearen Gleichungssystemen be-
ruhen auf dem klassischen Gaufl’schen Eliminationsverfahren, das auf der
Vertauschung beziehungsweise Anpassung der Linearkombinationen inner-
halb des Systems beruht. Durch Multiplikation von einzelnen (oder allen)
Gleichungen und geeigneter Pivotierung gelangt man zu einem Dreiecks-
System, das sich durch Riicksubstition rekursiv 16sen 1d3t. Auf diesem Gebiet
existiert eine Vielzahl von verschiedenen Softwarepaketen, die zuverlissig und
schnell 16sen. Fiir viele Probleme existieren Black-Boz-Programme, die sich
fiir Spezialfille auch leicht modifizieren und anpassen lassen. Um das Losen
von direkten Verfahren zu verbessern gibt es spezielle Pivotstrategien und
Faktorisierungsmoglichkeiten. Besonders bei symmetrischen, positiv defini-
ten Matrizen gibt es die Mdglichkeit der Cholesky-Zerlegung. Der Rechen-
aufwand reduziert sich im Gegensatz zu herkémmlichen Verfahren um bis
zu 50 Prozent. Zu signifikanten Effizienzsteigerungen fiihrt die Beriicksich-
tigung der Struktur, wenn A eine Bandmatrix ist. Da es eine grofle Anzahl
von symmetrisch angeordneten Nullen gibt, empfiehlt sich eine besondere
Speicherung wie bei iterativen Verfahren.



1.7 LAPACK und die BLAS

Das LAPACK (Linear Algebra Package) ist ein public domain Software-
packet von Fortran 77-Programmen, die entwickelt wurden, um Standard-
probleme der Linearen Algebra numerisch zu 16sen. Das LAPACK wurde
entwickelt, um lineare Gleichungssysteme, lineare Ausgleichs- und Eigen-
wertprobleme, Faktorisierungen von Matrizen, Singuldrwertzerlegungen und
Konditionsabschétzungen durchzufiihren. Diese Programme wurden fiir dicht
besetzte Matrizen und Bandmatrizen geschrieben, nicht aber fiir schwach be-
setzte Matrizen mit allgemeiner Besetzungsstruktur. Es sind sowohl Black-
Boz-Programme, als auch Rechenprogramme verfiigbar. Das LAPACK ist
iiber e-mail, ftp, oder internet http://www.netlib.org/lapack abrufbar.
Eine wesentliche Besonderheit des Sofware-Packetes ist die Verwendung von
Unterprogrammen zur Losung elementarer Teilaufgaben, den sogenannten
BLAS (Basic Linear Algebra Subroutine). Das LAPACK gliedert sich in drei
Programmgruppen:

e Black-box oder Treiberprogramme gestalten die Losung von Stan-
dardproblemen der Linearen Algebra so einfach wie moglich. Sie iiber-
nehmen den Aufruf der geeigneten Rechen- und Hilfsprogramme.

e Rechenprogramme fiihren bestimmte Verarbeitungsschritte wie Fak-
torisierungen oder Reduktionen durch.

e Hilfsprogramme, wie Normberechnungen, Blockalgorithmen oder die
Erweiterungen zur BLAS.

2 Schwach besetzte Matrizen

Bei einer groflen Anzahl astronomischer und physikalischer Modelle muss,
um das dargestellte System genau zu beschreiben, eine sehr grofle Anzahl
von Zustandsvariablen eingefiihrt werden. Dabei kommt es oft vor, dass diese
Zusténde lokal beschrinkt sind und nur einige Zustdnde miteinander wech-
selwirken. Das mathematische Aquivalent liegt in einer dinn oder schwach-
besetzten Matriz (sparse matriz) vor, ein System das iiber viele Gleichungen
verfiigt, in denen aber nur wenige Unbekannte vorkommen. Am stérksten
ausgepragt ist diese Form durch die Diskretisierung von Differentialgleichun-
gen, wo es viele Stiitzstellen geben kann, die Differenzen aber immer nur die
vorangegangene Stiitzstelle miteinbeziehen.



2.1 Speicherung

Es ist von Vorteil, wenn man solche schwach besetzten Matrizen in einer
besonderen Form speichert, um das Losungsverfahren zu beschleunigen,
da grofiteils iterative Verfahren verwendet werden. Es werden nur die von
Null verschiedenen Werte gespeichert, dafiir muss aber Information iiber
den Platz des Matrixeintrages mitgeliefert werden. Fiir Bandmatrizen kann
man zu einer kompakten Speicherung auf ein rechteckiges Feld kommen,
indem man die Diagonalen als Zeilen des Feldes aufzeichnet und die Spalten
beibehilt.

* ok ok
* k%
* ok ok ok
% ok ok ok
* ok x ox | =
¥ ko ok k ok
* ok ok
* ok ox X
* ok

Als Beispiele seien hier zwei einfache Speicherverfahren angegeben:

e CCO-Format:
Es werden nur die Nicht-Null-Elemente (NNE) abgespeichert, und zwar
in drei eindimensionalen Feldern wert, zeilenindezx, spaltenindezx, von
der Lange der Anzahl der NNE. Hierbei handelt es sich um ein einfaches
aber relativ ineffizientes Verfahren.

e CRS-Format:
Bei dieser Speicherart handelt es sich um ein komprimiertes Zeilen-
speicherformat, das wie das CCO-Format keinerlei Annahmen iiber die
Struktur der schwach besetzten Matrix macht und nur das Minimum
an Information speichert. Beim CRS (compressed row storage) werden
zeilenweise aufeinanderfolgende NNE in benachbarte Elemente eines
eindimensionales Feld gespeichert. Ein weiteres Feld wert enthélt die
Spaltenindizes dieser Elemente. In einem zusétzlichen Feld werden jene
Positionen des Feldes wert gespeichert, bei denen eine neue Zeile der
Matrix beginnt.



2.2 TIterative Verfahren
2.2.1 Fixpunkt

Iterationsverfahren werden wie folgt definiert:
&(xy) = g1, To...Startwert, @ ... Iterationsvorschrift
Tk = Tpy1, Finzelschrittverfahren
O(xp, Tf_1) = Tpy1, To,x1...Startwerte  Mehrschrittverfahren

So ein Iterationsverfahren bleibt stehen, wenn x; = x4, das heifit wenn
ein Fixpunkt z* erreicht ist, fiir den gilt

O(2*) = 2

Dieses Iterationsverfahren heifit konvergent, wenn es einen offenen
Bereich D C R" gibt, sodass Vg € D die Iterationsfolge gegen einen
Fixpunkt z* mit ®(z*) = z* konvergiert. Fiir die Konvergenz dieser
Fixpunktiteration muss nun folgende hinreichende Kontraktionsbedingung
gelten, & : D C R® — R” heifit kontrahierend auf Dy C D, falls dort eine
Lipschitz-Bedingung

[8(2) = @(y)l| < Lz =yl

fiir alle 2,y € Dy mit einr Lipschitz-Konstante (Kontraktionskonstante)
0 < L < 1 erfiillt. Der dazugehorige Kontraktionssatz lautet: Ist & : D C
R* — R" eine kontrahierende Abbildung auf der abgeschlossenen Menge
Dy C D und gilt & - Dy C Dy dann folgt

e ® hat in Dy genau einen Fixpunkt z* und
o 11 = D(xy) konvergiert fiir jeden Startwert zq € Dy gegen x*.

Konvergente Verfahren sind in der Regel stabil, es kann aber vorkommen,
dass durch eine Iteration die Werte aus dem Finzugsbereich herauslaufen.
Ist nun die Iteration auf einen Fixpunkt gewéhrleistet, kommt es natiirlich
darauf an wie schnell der Fixpunkt erreicht wird.

Sei z* Fixpunkt der Iterationsvorschrift ®, und es gelte fiir alle Startwerte
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in einer Umgebung des Startwertes und fiir alle Iterationsfolgen {xy},
@51 — ¥ < Cllwg — 2|7,

p > 1, wobei fiir p = 1 gelten muss C' < 1. Dann heiffit das durch ®
erzeugt Verfahren konvergent von p-ter Ordung.

2.2.2 Verfahrensiibersicht

Es steht nun eine grofle Anzahl von Iterationsverfahren zu Verfiigung, die sich
grob in zwei Kategorien unterteilen lassen, stationdre und nichtstationédre
Verfahren. Erstere werden dadurch charakterisiert, dass die Iterationsvor-
schrift unabhéngig vom aktuellen Iterationsschritt definiert ist, bei zweiteren
wird die Iterationsvorschrift bei jeder Iteration gedndert. Zur ersten Klasse
gehoren das

e Jacobi-Verfahren: Ein Iterationsschritt des Jacobi- oder Gesamt-
schrittverfahrens entspricht der lokalen Losung fiir eine Variable. Diese
Methode ist leicht implementier- und anwendbar, konvergiert aber
oft nur sehr langsam. Lost man unter der Annahme, dass die Werte
Ty y Ty 1, Tyt ---, Ty gegeben sind, nur die i-te Gleichung des Sy-
stems Ax = b nach z;, der i-ten Komponente von z auf, so erhilt man
die Iterationsvorschrift

i—1 n
k i k-1 k—1
.’L'E ) = (b — Zaijl'; ) — Z az-jxg- ))/a“
Jj=1

j=i+1

fiir a;; # 0. Aufer bei starker Diagonaldominanz von A ist das Verfah-
ren nur als vorkonditioniertes Verfahren fiir nichtstationire Methoden
zu empfehlen, die Parallelisierung ist aber einfach durchzufiihren.

e Gauf3-Seidel-Verfahren: Im Unterschied zum Jacobi-Verfahren wer-
den beim GauB-Seidel- oder Einzelschrittverfahren die erhaltenen
Néaherungswerte sofort nach ihrer Berechnung weiterverwendet. Die
Konvergenzgeschwindigkeit erhoht sich dadurch, bleibt aber meist im-
mer noch verhéltnisméflig gering. Die Iterationsvorschrift lautet

k i\ k - k-1
I‘g ) = (b - Zaijxg» ) — Z aijxg» ))/CL”
j=1 Jj=i+1
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Anwendungsgebiete sind strikt diagonaldominante oder symmetrische,
positiv definite Matrizen.

e SOR-Verfahren: Dieses Verfahren wird aus dem Gauf-Seidel-
Verfahren unter Einfiihrung eines Extrapolationsoperators w abgeleitet.
Bei (fast) optimaler Wahl von w kann eine wesentliche Konvergenzbe-
schleunigung erreicht werden. Man erhilt folgende Iterationsvorschrift

i—1 n
2F = (b - Zaijxg»k*l) — Z aijzjg»k*l))/aii (1 —w)-zF Y
j=1 j=it+l

Dieses Verfahren beschleunigt die oben genannten Verfahren und kann
bei geeigneter Wahl von w sogar Konvergenzverhalten erzwingen.

Zur zweiten Klasse der Iterationsverfahren gehdren die sogenannten Gradi-
entenverfahren, die ihre Iterationsvorschrift nach jedem Schritt auf Grund
Uberpriifung der Residuenvektoren verdindern. Diese konjugierten Vektoren
sind Gradienten eines quadratischen Funktionals, dessen Minimierung dqui-
valent zur Losung des linearen Gleichungssystems ist. Bei positiv definiter
Koeffizientenmatrix sind die Gradientenmethoden sehr effizient.

12



3 Auswahlverfahren und Vergleich

Steht man nun vor dem Problem, welche Klasse von Losungsverfahren fiir
das gestellte Problem nun am zweckméfligsten ist, kann man sich an folgende
Richtlinie halten:

e Kleine Systeme 16st man am besten mit Programmen aus dem LA-

PACK, NAG- oder IMSL-Bibliothek, die alle auf direkten Verfahren
beruhen. Auch fiir grofie Systeme mit Bandmatrix gibt es im LAPACK
spezielle Programme.

Grofle schwach besetzte Systeme mit allgemeiner Besetzheitsstruktur
16st man am besten mit iterativen Verfahren, wie ITPACK, SLAP oder
TEMPLATES.

Bei der Auswahl kann die angefiihrte Tabelle als Entscheidungshilfe
zwischen direkten und iterativen Methoden eingesetzt werden. Bei sehr
groflen Problemen scheiden direkte Verfahren manchmal ganz aus, weil
durch Iterationsverfahren der Geschwindigkeitsgewinn als der iiberra-

gende Vorteil angesehen werden muss.

Tabelle 1: Vergleich der Losungsverfahren

direkte Verfahren

iterative Vefahren

Genauigkeit
Rechenaufwand

neue rechte Seiten
Speicherbedarf
Startwertvorgabe
Algorithmusparameter
Black-Box-Verwendung
Robustheit

nicht beinflussbar
vorhersagbar

rasch

grofier

nicht erforderlich
nicht erforderlich
moglich

ja

wéahlbar

meist nicht vorhersagbar,
aber oft kleiner

kleine Zeitersparnis
kleiner

meist vorteilhaft

miissen gesetzt werden
oft nicht moglich

nein
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4 Software

Wie fiir lineare Systeme vollbesetzter Matrizen gibt es auch fiir grofie
schwach besetzte Systeme komerzielle Softwareprodukte sowie Public-
domain-Software, die neben Speicherungs- und elementaren Verarbei-
tungsmoglichkeiten auch Losungsmethoden zu verschiedenen mathemati-
schen Problemen in diesem Zusammenhang bietet. Der Unterschied zum
Bereich der vollbesetzten Matrizen ist der, dass sich bei den schwach be-
setzten Matrizen die weitgehende Standardisierung von Schnittstellen und
Funktionsmerkmalen noch nicht eingetreten ist. Diese Tatsache beruht auf
der strikten Problemabhingigkeit der Datenstrukturen zur Matrixdarstel-
lung.

4.1 elementare Software

e Die Harwell-Boeing-Collection
ist eine Sammlung von groflen schwach besetzten Matrizen aus ver-
schiedenen Anwendungsgebieten. Zur Speicherung wurde ein eigenes
Format entwickelt: das Harwell-Boeing-Format, das im wesentlichen
dem CRS-Format entspricht. Im Anhang A sind zwei Matrizen astro-
physikalischer Anwendungen angefiigt.

e Analog zu der BLAS gibt es auch ein Package, das sich mit schwach be-
setzten Matrizen befasst, das SPARSE-BLAS. Dieses Package enthélt
eigentlich Unterprogramme fiir die BLAS, die die Matrixelemente spe-
ziell abspeichern, um auch mit den Programmen fiir vollbesetzte Ma-
trizen, bei geringerem Rechenaufwand, Losungen zu erzielen.

4.2 Softwarepakete fiir Gleichungssysteme

Es gibt eine Anzahl von Softwarepaketen, die sich fiir das iterative Losen
von Matrizen eigenen, genannt seinen hier nur das ITPACK, entwickelt an
der Universitédt von Texas und das SLAP der Lawrence Livermore National
Laboratory.
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A  Matrix MCAA

Abbildung 1: Matrix MCCA - Structure Plot
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Abbildung 2: Matrix MCCA - City Plot
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B Matrix MCFE
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Abbildung 3: Matrix MCFE - Structure Plot
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C Netzwerke
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Abbildung 4: Netzwerk mit 13 Isotopen
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Abbildung 5: Netzwerk mit 127 Isotopen
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D Iterationsverfahren - Testresultate

Tabelle 2: Symmetrische und positiv definite Matrix - Testresultate

Verfahren Iterations- Fehler | Laufzeit
schritte

Gauf3-Seidel 3000 | 6,30-102 88,6 s

SOR w=1,3 3000 | 1,09-102 88,5 s

konjugierte Gradienten 635 | 3,58 - 107! 14,9 s

Tabelle 3: Unsymmetrische Matrix - Testresultate

Verfahren Iterations- Fehler | Laufzeit
schritte

Gauf3-Seidel 3000 | 5,19-107* 25,2 s

SOR w=1,3 3000 | 6,24 -1077 25,2 s

konjugierte Gradienten 146 | 3,55-107% 1,1s
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