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Astronomie! Bist narrisch?!

S: The question is, what is a Mahnahmahna??
W: The question is, who cares!

Numerical analysis is the study of algorithms for the problems of
continuous mathematics.?

'Gangige AuBerung zur Wahl meines Studiums.
2Der Gedanke an Mahnahmahna half oft, Lésungen zu finden.
3Trefethen, L., 1992, The Definition of Numerical Analysis, SIAM News
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Diese Arbeit wurde in neuer Rechtschreibung abgefasst und die allgemein
iiblichen Schrift Antiqua verwendet. Formeln werden wenn méglich in einer
Zeile angeschrieben, dadurch kann es zu Uberlingen kommen, des Weiteren

gelten folgende Textkonventionen:

Font Bedeutung
fett wichtige Textstellen
kursiv Hervorhebungen sowie Attribute von MATHEMATICA-Befehlen
typewriter MATHEMATICA-Befehle

Als Textverarbeitungsprogramm wurde I¥TEX* verwendet.

In dieser Arbeit gelten folgende Abkiirzungen:
SHD - Strahlungshydrodynamik
WSHDC - Wiener Strahlungshydrodynamik-Code

4Sehr hilfreich waren:
Giithner K., 1996, Finfihrung in BTgX2e, dpunkt
Knappen J., et al., 1995, ETEX2e-Kurzbeschreibung, Zentrum fiir Datenverarbeitung, Jo-

hannes Gutenberg-Universitdt Mainz
Maosgen P., 1998, Sachregister erstellen mit BTgX, Universititsrechenzentrum Katholische

Universitit Eichstéitt
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Zusammenfassung (abstract)

In this master thesis a new way of calculation of derivatives for the Jacobian-
matriz used in the Vienna Radiation Hydrodynamics (RHD) - Code is presented.
Due to the increasing size and complexitiy of the equations of RHD caused
by newly implemented physical quantities and numerical adjustments, building
up and calculating the Jacobian-matriz, which ist necessary to solve problems
of RHD, becomes more and more difficult and complicated. The symbolic
mathematics-software MATHEMATICA is used to calculate these derivatives
automatically in a way the user has to make as few as possible corrections by
hand. The notebook with documentation, all used programmes and the results
are presented.

Moreover the discretisized equations of RHD are presented in a new notation
and parts of these equations are listed in a way a beginner in working with the
Vienna-RHD-code is able to understand them in a more clearly way. Further-
more detailed mathematical deduction of distinct parts of RHD are reviewd to
put them into clearer light for the user.

In addition there is a list of numerical terms which helps a new user to find
one’s way through the Vienna-RHD-code.
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Prolog

In hac Commentatione supponam, elementa Determinantis esse differentialia
partialia systematis functionum totidem variabilium, harum variabilium
respectu sumta. °

In dieser Abhandlung werde ich voraussetzen, die Elemente der Determinante
seten die partiellen Differentiale eines Systems von Functionen von eben so
vielen Verinderlichen, nach diesen Verinderlichen genommen. °

Da C.G.J.Jacobi der erste war, der iiber diese Art von Determinanten schrieb,
wurde es bald gebrduchlich von der Funktional- oder Jacobi-Determinante zu
sprechen. Die Matrix, aus der die Jacobi-Determinante berechnet wird, nennt
man Funktional- oder eben Jacobi-Matrix. Um die Gleichungen der Strahlungs-
hydrodynamik (ab hier als SHD bezeichnet) 16sen zu kénnen, muss obengennante
Jacobi-Matrix aufgestellt werden. Das geschieht im Rahmen eines impliziten
Losungsverfahrens bei dem zur Losung alle partielle Differentiale der Variablen
nach allen Variablen berechnet werden miissen. Da durch die stetige Hinzu-
nahme von physikalischen Vorgéngen und Ausreizung numerischer Methoden die
Gleichungen immer komplexer werden, ist es nahezu unmoglich, die Ableitun-
gen hindisch mit Bleistift und Papier zu bestimmen. Aus diesem Grund war es
notwendig einen neuen Weg in Sachen Ableitungen einzuschlagen; Berechnung
mittels des Softwarepackages MATHEMATICA. Des Weiteren soll diese Arbeit
als Einstieg in den Wiener Strahlungshydrodynamik-Code (kurz WSHDC) die-
nen, als Nachschlagewerk und Referenz. Dazu ist im Anhang ein Index iiber die
wichtigsten mathematischen-numerischen und physikalischer Begriffe der Strah-
lungshydrodynamik angefiigt. Dariiberhinaus wurde versucht, einige Liicken in
der Herleitung der diskretisierten SHD-Gleichungen zu schlieflen, sowie einige
grundlegende Aspekte fiir Anfinger klarer darzustellen und eine neue kompakte
Schreibweise der diskretisierten SHD-Gleichungen entwickelt.

Saus Jacobis Originalartikel, siehe [18]
6deutsche Ubersetzung von [18], siche [39]



Abbildung 1: Titelblatt De Determinantibus functionalibus

12. C. G. I. Jacobi, De Determinantibus functionalibus. 319

12.

De Determinantibus functionalibus *).
(Auct. C. G. J. Jacobi prof. ord. math. Regiom.)

ll

In Commentatione anteriore proprietates praecipuas Determinantium enar-
ravi, quae ad quodcunque elementorum systema pertinet. In hac Commen-
tatione ‘supponam, elementa Determinantis esse differentialia partialiajsyste-
matis functionum totidem variabilium, harum variabilium respectu sumta.
Eiusmodi Determinantia per totam Analyticam gravissimas partes agere
constat, quin etiam in variis quaestionibus ad systema functionum plurium
variabilium pertinentibus similes vices gerere atque quotientem differentialem
functionis unius variabilis. Quod egregie declarant varia theoremata quae
de Determinantibus illis aliis occasionibus proposui. Qua de re fortasse
convenit ea Determinantia propria appellatione Deferminantivm functiona-
lium insignire. Quemadmodum autem Determinantium functionalium proprie-
tates ex iis quae de Determinantibus algebraicis constant derivabimus, ita
Determinantium proprietates algebraicorum vice versa e Determinantium
functionalium proprietatibus deduci possunt. Statuendo enim, ipsas
Efo o sose [

‘esse functiones lineares variabilium z, @, .... @,,

Cfi = az+ ae,+aiz, .... +aPz",
fit

d i

oo = as
ideoque Determinans, ad systema elementorum g quodcunque' pertinens,
haberi potest pro Determinante ad systema differentialium partialium,

Of
dax; 7

pertinente sive pro Determinante functionali.

%) Quae e theoria aequationum linearium et Determinantium algebraicorum nota
supponuntur, demonstrata inveniuntur in Commentatione praecedente ,, De Deter-
minantibus”; ad hanc pertinent Commentationum paragraphi quas asteriscis super—
positis notavi.

41 *
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Titelseite des Originalartikels (siehe [18]) von C.G.J.Jacobi iiber die Jacobi-Determinante be-
ziehungsweise die Jacobi-Matrix aus dem Jahre 1841



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Unendliche Weiten und Ewigkeiten - mit diesen Begriffen verbindet man im
Allgemeinen die Astronomie. Es stimmt, dass der Weltraum Heimat der gréfiten
Zeit- und Langenskalen ist, nicht so bekannt ist das Existieren vom Allerklein-
sten, ins Submikroskopische reichende. Ein Stern ist geprégt durch die Zeit, die
das Licht vom Kern bis zum Rand benétigt, geprigt durch die Zeit, in der er
pulsiert oder sich auf Grund innerer Vorginge verdndert; bis hin zu jener Zeit,
in der sich die eigentlichen astronomischen Vorgidnge bewegen, in den Jahrmilli-
arden in denen der Brennstoff der Sterne aufgebraucht wird, jener Zeitspanne in
der die nuklearen Vorgédnge im Sterninneren ablaufen.

Im Gegensatz zu den tiefen Weiten des Alls stehen die (sub)atomaren Skalen,
auf denen sich die nuklearen Vorgéinge abspielen, auf denen die Interaktion der
Strahlung mit der Materie stattfindet. Die Entwicklung eines Sternes ist so be-
schaffen, dass sie in Raum (vom Beginn als Gaswolke im Raum, bis zu seinem
Ende als zumindest Weiler Zwerg) und Zeit (Lebensspannen von mehreren Mil-
liarden Jahren sind keine Seltenheit) mehrere Gréflenordnungen iiberstreicht. So
faszinierend diese Tatsache ist, so schwierig ist die Beschreibung dieser riesigen
Zeit- und Raumskalen mittels eines einzigen Programms, das alle physikalischen
Aspekte bearbeiten kann.

Eines dieser Programme ist der WSHDC, der das Verhalten von Sternen, insbe-
sondere deren (nichtlineare) Pulsationen berechnet. In diesen Code flieflen die
Eigenschaften und die Physik von Materie und Strahlung ein.

Ein weiterer enorm wichtiger Schritt von der Beobachtung zur theoretischen
Rechnung ist die Ubersetzung physikalischer Zusammenhinge in die Sprache
der Mathematik, die Transkription von zum Beispiel Erhaltungssétzen in Dif-
ferentialgleichungen. Neben dieser Transformation ist das Zusammenspiel von
Mathematik und Computer, sprich von Nummerik beziehungsweise finite Diffe-
renzengleichungen wichtig.



Die Physik liefert ein System von gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen,
welches durch eine spezielle Methode gelost wird. Dieses Verfahren bezeichnet
man als eine implizite Methode, dass bedeutet, der Zeitschritt ist nicht durch
die Courant-Friedrichs-Lewy- Bedingung (kurz CFL-Bedingung) beschréinkt. Im-
plizite Verfahren zeichnen sich durch eine gréflere Komplexitéit und gesteigerten
Rechenaufwand als explizite aus, besitzen aber einen hoheren Grad an Stabilitéit
und eben die Fahigkeit, groflere Zeitschritte wihrend der Berechnung zu verwen-
den. Dieses implizite Vorgehen fiihrt zu einem nicht-linearen Gleichungssystem,
das mit einem Newton-Raphson-Verfahren (siehe Kapitel 5) gelost wird. Im Lau-
fe dieses iterativen Verfahrens ist es notwendig die Jacobi-Matrix aufzustellen, in
der eine Vielzahl von Ableitungen vorkommen. Diese Ableitungen korrekt und
in zeitlich vertretbarer Weise berechnen zu koénnen, verlangt ein grofles Maf} an
Aufwand. Diesen zu reduzieren und in Vorausschau weiter zu verkleinern ist Ziel
dieser Arbeit.

1.2 1iiber diese Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel. Kapitel 1 beschreibt die Idee,
die hinter dieser Arbeit steckt, welche Hintergriinde zur Verwirklichung gefiihrt
haben, sowie die Zielsetzungen die verwirklicht hitten werden sollen.

In Kapitel 2 wird auf die physikalischen Aspekte des Systems der SHD-
Gleichungen eingegangen, sowie die wesentlichen Bestandteile erkldrt und

beschrieben, die in die Gestalt der Gleichungen eingehen und auf ihren Aufbau
Einfluss haben.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der mathematischen Sichtweise der SHD-
Gleichungen wird in Kapitel 3 vorgestellt, es wird auf die unterschiedlichen
Formulierung der Gleichungen in verschiedenen Bezugssystemen eingegangen,
sowie spezielle mathematischen Eigenschaften der SHD-Gleichungen untersucht.

Kapitel 4 beschiftigt sich mit der Diskretisierung der SHD-Gleichungen
unter Bezugnahme neuartiger Wege der Diskretisierung. Desweiteren wird ver-
sucht, den Vorgang der Diskretisierung zu erklidren und eine neue iibersichtliche
Art der Notation vorgestellt.

Kapitel 5 bildet einen weiteren Schwerpunkt und bespricht das Aufstellen
der Jacobi-Matrix, sowie die im WSHDC verwendeten Losungsverfahren.

Das entwickelte Programm zur Berechnung der Ableitungen der Jacobi-

Matrix mit Hilfe der symbolischen Mathematik-Software MATHEMATICA wird
in Kapitel 6 vorgestellt und detailliert besprochen.
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Kapitel 7 gibt iiber in Zukunft geplante Arbeiten Auskunft.

Des Weiteren ist ein umfangreicher Anhang beigefiigt (siehe Seite 78).

1.3 Motivation

Nach der Entwicklung einer Diskretisierung, erdacht durch Dorfi (siehe [14]),

stellte sich die Frage, wie diese Neuerung am besten in den WSHDC eingebaut
werden konne. Da es sich um eine tiefgreifende Verdinderung des bisherigen Kon-
zeptes handelt, mussten neue Wege erdacht und gefunden werden, um diesen
neuen Herausforderungen begegnen zu kénnen. Besonders aufwindig schien es,
die bendtigenten Ableitungen der SHD-Gleichungen im Rahmen der Erstellung
der Jacobi-Matrix zu berechnen, da jede Gleichung innerhalb dieses nichtlinearen
Gleichungssystems nach jeder Variablen abgeleiter werden muss, und sich daraus
ein enormer Arbeitsaufwand mit hohem Schwierigkeitsgrad ergibt. Aus diesem
Anlass wurde die Idee geboren, diese Differentationen mittels einer symbolischen
Mathematiksoftware durchzufiihren. Schon in den Anfangszeiten dieser Art von
Programmen, die in die Erstellungszeit des WSHDC fiel, wurde ein solches Pro-
gramm verwendet, um einen Teil der bendtigeten Ableitungen zu generieren. Als
Software standen einige Programme zur Auswahl; die bekanntesten unter ihnen
sind wohl DERIVE, MAPLE und eben MATHEMATICA, welches ausgew&hlt wur-
de. Ausschlaggebend dafiir, war die Erfahrung mit dieser Software, obwohl eher
bescheiden, sowie die leichte Verfiigharkeit iiber den Zentralen Informatikdienst
der Universitdt Wien.
Neben der Erstellung der Ableitungen der SHD-Gleichungen sollte das Problem
in einer globaleren Perspektive betrachtet und bearbeitet werden. Die Losung
fiir die gestellte Frage musste so formuliert werden, dass sie jede Anderung der
SHD-Gleichungen verarbeiten, und die richtigen Ableitungen in einer sofort in den
WSHDC einbaubaren Weise ausgeben kann. Folgendes muss das MATHEMATICA-
Programm liefern, um als Lésung akzeptabl zu sein:

1. Die Korrektheit der Ableitungen muss gewéhrleistet sein, was durch das
getestete symbolische Mathematik-Packet gegeben ist.

2. Der Aufwand der Erstellungen der Ableitungen ist durch die Komplexitét
und Grofle des Gleichungssystems einfach zu hoch, um sie noch hindisch
durchfiihren zu kénnen, aus diesem Grund sollte eine einfache Handhabung
moglich sein.

3. Alle Anderungen der SHD-Gleichungen in physikalischer oder
mathematisch-nummerischer Art sollen automatisch und ohne zusétzlichen
Aufwand, das heifit ohne nachtrigliche hindische Bearbeitung, generiert
werden.



4. Die Ausgabe des Programmes soll in einer Art erfolgen, dass sie ohne zusétz-
lichen Aufwand in den WSHDC eingebaut werden kann.

Oben genannte Punkte waren sozusagen der Arbeitsauftrag fiir jenes Programm
(ab jetzt Notebook, wie Programme in Matheamtica genannt werden), das mit
Hilfe der ausgesuchten Software zu erstellen war.

1.4 personliche Anmerkungen

Am Ende dieser Einleitung mochte ich noch einige persénliche Bemerkungen

tdtigen. Diese Arbeit besitzt einen eher theoretisch-mathematisch Charakter,
und hat mich aus diesem Grund zu einem intensiven Studium vieler Teilgebiete
der Nummerik animiert. Der WSHDC ist ein hochkomplexes Gebilde, in dem
Physik und Nummerik in beeindruckenswerter Weise zusammengefiihrt sind.
Es war mir wichtig, fiir mich komplizierte und schwer nachzuvollziechende Aspek-
te in dieser Arbeit klarer und verstdndlicher aufzuarbeiten. Des Weiteren soll
diese Arbeit fiir Studenten, die neu in Beriihrung mit dem WSHDC kommen,
als Ausgangspunkt fiir ihren weiteren Studienweg dienen, wenn sie sich mit der
Mathematik und Nummerik des Quellcodes vertraut machen wollen.



Kapitel 2
Physik der SHD

In diesem Abschnitt wird auf jene physikalischen Zusammenhinge niher ein-
gegangen, die zur Formulierung der bekannten Gleichungen der SHD fiihren. Dies
soll ohne léngliche mathematische Ableitungen der SHD-Gleichungen gesche-
hen, aber einen Uberblick iiber die Verschrinkung von Materie und Strahlung in
mathematischer Sichtweise bieten.

Da die Physik logischerweise die Gestalt der Gleichungen bestimmt, und sich diese
durch Hinzufiigen neuer Eigenschaften dndert, werden hier die SHD-Gleichungen
vorgestellt. Welche Annahmen, welche Vereinfachungen und welche Art von not-
wendigen physikalischen Uberlegungen fithren zum jetzigen Aussehen der SHD-
Gleichungen, das soll Ziel dieses Abschnitts sein.

Eine umfassende Einfithrung in die Physik der Sterne liefern [6], [7], [10], [11] und
natiirlich [29]. Speziell die Hydrodynamik behandelt [30], auf die Strahlung gehen
besonders [36] und [52] ein. Die Verwendung des WSHDC bei der Berechnung
von Sternpulsationen ist ausfiihrlich in [15], [19], [20], [21], [22], [23] dargestellt.
Eine hier nicht erlduterte Erweiterung der Physik durch Stauberzeugung und
Massenverlust ist in [28] erklért.

2.1 Vereinfachungen

Bei der Berechnung von astrophysikalischen Problemen ist es unablésslich
prizise und realitdtsnah zu programmieren, nichtsdestotrotz miissen Vereinfa-
chungen getroffen werden, um Rechnungen mit verniinftigem Aufwand treiben
zu konnen. Folgende Zugestindnisse werden im Rahmen der Losung der SHD-
Gleichungen im WSHDC an die Nummerik gemacht:

e Kontinuumstheorie - Strahlung und Materie werden als zwei getrennte
interagierende Medien beschrieben.

e Geometrie - Alle gravitierenden Massekonzentrationen lassen sich unter
Vernachléssigung bestimmter Effekte (Rotation, etc.) als Kugeln beschrei-
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ben. Aus diesem Grund werden die Rechnungen in Kugelsymmetrie durch-
gefiihrt, was zu erheblichen Erleichterungen in mathematisch-nummerischer
Hinsicht fiihrt.

e Physik - Wie schon erwéihnt, werden bestimmte physikalische Eigenschaf-
ten von astrophysikalischen Objekten, wie die Rotation oder bestehen-
de Magnetfelder vernachléssigt, um die SHD-Gleichungen so einfach wie
moglich zu halten. Diese Vereinfachungen wird in Zukunft aber nicht mehr
haltbar sein, da das Verhalten von Sternen und deren Entwicklung grund-
legend auf oben genannten Effekten basiert. Ein Ziel dieser Arbeit ist es,
diese bestehenden Vereinfachungen nicht mehr notwendig zu machen, da-
mit eine realitdtsnidhere Beschreibung von Sternen, Planeten und Galaxien
mit dem WSHDC méglich wird.

e Strahlungstransport - Der Strahlungstransport wird nur in der grauen
Naherung und unter Annahme der Eddington-Naherung gelost.

2.2 SHD-Gleichungen

Im Folgenden werden hier die SHD-Gleichungen” widergegeben, die im
WSHDC zur Berechnung astrophysikalischer Effekte Verwendung finden. Wie
der Name schon sagt, beschreiben die SHD-Gleichungen das Verhalten von
Strahlung und Materie (Hydrodynamik), sowie deren Wechselwirkungen. Die
Herleitung der Gleichungen des Strahlungstransportes in der sogenannten
Eddington-Approximation (eine detaillierte und iibersichtliche Herleitung findet
man in [19, Seite 39 bis 56]) ist ein Bestandteil der SHD-Gleichungen. Diese sind
an die Gleichungen der Hydrodynamik gekoppelt, wobei zwei Einschrinkungen
wirksam werden. Erstens erfolgt die Behandlung der Gleichungen nur in sphéri-
scher Symmetrie, das heifit, die Gleichungen hiingen neben der Zeit nur mehr
vom Radius ab, was der astronomischen Realitdt wohl nahe kommt, zweitens
stellen Strahlung und Materie zwei unterschiedliche, aber in Wechselwirkung
stehende Fluide dar.

Somit ergibt sich ein System von mindestens sieben nichtlinearen, partiellen,
gekoppelten Differentialgleichungen erster Ordnung in Raum und Zeit (inklusive
Gittergleichung; bei Staubrechnungen kommen fiinf Gleichungen hinzu, ebenso
erweitert sich das System bei Hinzunahme der Konvektion).

Die hier angebenen Gleichungen sind eindimensional und in sphérischer Symme-
trie formuliert, das verwendete Koordinatensystem ist Eulerisch (genauers dazu
in 3.2). Die verwendeten Symbole beschreiben die Hydrodynamik wie folgt: p
entspricht der Gasdichte, u, der Relativgeschwindigkeit zwischen Gitter (siehe

"Die Gleichungen sind hier in einer spezifischen Form angeschrieben und zwar in Kugelsym-
metrie in der Euler-Formulierung.



Abschnitt 3.5.1) und Gas, u der Gasgeschwindigkeit, P dem Gasdruck, e der
inneren Energie und m der integrierten Masse bis zum Radius r. J, H, K sind
die Variablen, welche die Strahlung beschreiben und entsprechen den Momenten
der Strahlungstransportgleichung. 0, ist dquivalent %, 0, zu %.

Eine Beschreibung aller auftretenden Variablen findet sich in der Tabelle auf
Seite 36, die Definitionen aller verwendeten Operatoren auf Seite 18.

Da die SHD-Gleichungen konservativ formuliert sind, miissen sich alle
bekannten FErhaltungssidtze in ihnen wiedergefunden werden konnen. Jede
Gleichung ist einem Erhaltungssatz zugeordnet.

2.2.1 Gleichungen fiir die Materie

Zuerst werden jene vier Gleichungen vorgestellt, die das Verhalten der
Materie beschreiben. Diese sind an die Gleichungen der Strahlung durch
Hereinnahme der Terme mit H, J, und K gekoppelt.

Kontinuitdtsgleichung (Massenerhaltung)
1 -
Oy p+ p O (1 piiye) =0 (2.1)
Die Kontinuitétsgleichung ist die Erhaltungsgleichung fiir die Masse. Sie
sagt aus, dass die zeitliche Anderung der Dichte in einem Volumen, der Massen-

stromung iiber den Rand des Volumens entsprechen muss.

Bewegungsgleichung (Impulserhaltung)

G 4 —
pm—%ranH—ﬁon (2.2)

O (pd) + :—2& (r? pii tye) + 0. P + >

Die Bewegungsgleichung ist dquivalent der Impulserhaltung fiir Materie und
beschreibt im Grofien und Ganzen das zweite Newton’sche Axiom. Das heif}t,
dass die zeitliche Anderung des Impulses, der Summe aller angreifenden Kréfte
entsprechen muss. Die ersten zwei Terme stehen fiir die zeitliche Anderung der
Impulsdichte mit der Zeit. 0, P beschreibt die Kraftdichte durch den Gradienten
des Gasdruckes, die Kraftdichte durch die Gravitation ist durch

Gpm
2

r

gegeben. Der Term

4 —
—meRH
c



steht fiir die Kraftdichte des Strahlungsdruckes, ¢ ergibt sich durch Einfiihrung
einer kiinstlichen Viskositét (siehe 3.4).

Energiegleichung (Energieerhaltung)
1
O (pe) + = O: (r? petlye) +
1 rd
+ Pﬁar(r2u)+47rp/£R(J—S)—p(enuc+eQ):O (2.3)

Dies ist die Erhaltungsgleichung fiir die innere Energie der Materie. Wiederum
stehen die ersten zwei Terme fiir die zeitliche Anderung der Variable.

1 L,
Pr_26r (r* @)

steht fiir die von der Stromung geleistete mechanische Arbeit,

A1 pkg (J — S)

fiir den Energieaustausch zwischen Materie und Strahlung. Der letzte Term
bezieht sich wieder auf die kiinstliche Viskositéit ey (siehe 3.4), sowie fiir die
Energieerzeugung durch Fusion €,,. (nukleare Vorgiinge).

Poissongleichung (Eigengravitation)
oym = 4w pr? (2.4)

Diese Gleichung wird aus der Poissongleichung durch einmalige Integration
und Gleichsetzen mit dem Gravitationsgesetz ermittelt und beschreibt die
integrierte Masse m bis zum Radius 7.

2.2.2 Strahlungs-Gleichungen

Hier sind jene zwei Gleichungen angeschrieben, die das Verhalten der
Strahlung veranschaulichen (siehe néichster Abschnitt).

0. Moment der Strahlungstransportgleichung (Strahlungsenergieglei-
chung)

1 11, .. 1. -
EaﬁJ + ET—Qﬁr(r Jurel)+r—2&(r H)+
1 1. ,,. 183K—J,
+ EKﬁar(T u)—z . i+ pkp(J—5)=0 (2.5)
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Diese Gleichung wird durch einmalige Integration iiber alle Raumwinkel
der Strahlungstransportgleichung gewonnen (siehe [36]), sie beschreibt die
Energiebilanz fiir das Strahlungsfeld und kann daher als Energiegleichung fiir
das Strahlungsfeld gesehen werden.

1. Moment der Strahlungstransportgleichung (Strahlungsflussglei-
chung)

11, = 1 - 3K —J
-0 H+-0:("Hi,q) + O, K+ +
cr c T
]_ — 1 —
+ EHT—Qﬁr(rzﬁ)—i-meH:O (2.6)

Dieser Gleichung entspricht das erste Moment der Strahlungstransportglei-
chung und kann als Erhaltungsgleichung fiir den Impulsfluss der Strahlung
angesehen werden.

Diese sechs Gleichungen (und die Gittergleichung, siche Abschnitt (3.5.1))
bilden das System der SHD-Gleichungen und damit das Riickgrat des WSHDC.
Sie werden fiir jedes Problem, welches sich mit der Interaktion von Strahlung
und Materie beschéftigt, herangezogen. Das ist der Grund fiir ihre vielfiltige
Verwendung in der stellaren, sowie in der (extra)galaktischen Astronomie.

2.3 Eddington-Niherung

Die letzten beiden Gleichungen (Strahlungsenergie- und Strahlungsflussglei-
chung) des vorigen Abschnitts bezeichnet man auch als graue Momente der
Spezifischen Intensitét I, (r, p,t). Sie werden aus

1 [
{J,H,K},(r,t) = 5/ L(r, p, ) 02 dp (2.7)
-1
berechnet (K steht fiir den Strahlungsdruck). Eine iibersichtliche Herleitung die-
ser Momente findet sich in [19, Seiten 39-56], mehr ins Detail geht [36].
Da jede Momentengleichung zusétzlich das néchstfolgende beinhilt, erfolgt die
Einfiihrung einer zusétzliche Gleichung, um das Gleichungssystem eindeutig l6sen
zu konnen. Anstatt das komplette Strahlungsfeld zu berechnen, bedient man
sich der sogennanten Eddington-Approximation oder Eddington-Nihe-
rung. Der Faktor f,, um das System zu schlielen, lautet
K, 1
f v — J_u - g:
als Verhéltnis zwischen dem nullten und zweiten Moment.
Der Wert von f, = %, der fiir Computerberechnungen verwendet wird, ergibt

(2.8)
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sich in Folge hoher Isotropie des Strahlungsfeldes und kann als physikalisch
motivierter Grenzwert interpretiert werden.

Eine weitere Herleitung und Beschreibung des Eddington-Faktors basierend
auf der geometrischen Néiherung einer ausgedehnten statische Atmosphire ist in
[33] und [34] gegeben.

2.4 Wechselwirkung zwischen Strahlung und
Materie

Durch die SHD-Gleichungen werden die Eigenschaften der Materie gleichzei-
tig mit denen der Strahlung beschrieben. Diese Wechselwirkung fiihrt zu einem
Impuls- und Energieaustausch zwischen diesen beiden Medien, der nicht auf lo-
kale Effekte begrenzt ist, und innerhalb des Sternes an unterschiedlichen, weit
entfernten Positionen auftreten kann. Alle Effekte wie Heizung oder Kiihlung
durch Photonen sind ausfiihrlich in [36] abgeleitet und dargestellt.

Als besonders wichtiger Effekt fiir die Entstehung von stellaren Pulsationen sei
hier der sogenannte xk-Mechanismus genannt, der als Teil des Strahlungsflusses
Pulsationen in den Sternhiillen anregt.

Um die Strahlungstransportgleichung 16sen zu koénnen, miissen wie beschrie-
ben, deren Momente berechnet werden. Da diese aber frequenzabhingig sind,
wird zusétzlich noch iiber alle Frequenzen integriert. Die Kopplungsterme (be-
ziehungsweise Proportionalititsfaktoren) zwischen Energie und Strahlung gehen
mit unterschiedlichen Gewichtungen in die SHD-Gleichungen iiber die frequenz-
abhéngige Opazitéit x, ein. Fiir diese gewichteten Opazititen existieren gewisse
Grenzwerte, wie das Planck-Mittel kp

1 I kuBudv

— =0 2.9

Kp Jy Bydv (29)
fiir den optisch diinnen Fall und dem Rosseland-Mittel kg

r I n%aaBTy dv

— = 0 e (2.10)

KR fo a1

(B, entspricht in beiden Fillen der Planckfunktion) fiir den optisch dicken
Fall im Sterninneren. Trotz des Existierens dieser Grenzwerte wird in astrophy-
sikalischen Berechnungen vor allem das Rosseland-Mittel ki verwendet, da nur
dieses Mittel fiir unterschiedliche chemische Zusammensetzungen in Tabellenform
vorliegend ist. Physikalisch wére es allerdings besser, die korrekten Grenzwerte
fiir K, zu verwenden.

12



2.4.1 Opazitit

Einen besonderen Einfluss auf stellare Phinomene, die mit den SHD-
Gleichungen berechnet werden, hat die chemische Zusammensetzung der Stern-
materie, die durch (X,Y,Z) gegeben ist, wobei X den Massenanteil des Was-
serstoffes, Y den von Helium und Z den der Metalle (in der Astronomie wird
jedes Element schwerer als Helium als Metall bezeichnet) beschreibt (Anteile
in Prozent). Die Rosseland-Mittel fiir unterschiedliche chemische Zusammen-
setzungen sind berechnet und in Tabellenform fiir die Dichte und Temperatur
angegeben. Abbildung (2.1) zeigt so eine geplottete Tabelle fiir ein typisches
Rosseland-Mittel. Opazititsdaten konnen iiber das Internet unter [24], [37] und
[38] bezogen werden.

Abbildung 2.1: OPAL und Alexander Opazitéiten

RS
RENBFO S
\\\\.\\&\\%‘"‘s &
N T
AANNANY " /
}%‘*:r /
N
“.l/
\d
Funktion der Temperatur T' und R = p/T¢ mit Ts = T/10°. In dieser Tabelle sind Opazititen
zweier unterschiedlicher Quellen iibereinandergelegt, die durchgezogenen Linien sind Alexander

5T
L ’
AN i”’l,’
/)
14
Dieses aus [16] entnommene Bild zeigt einen Teil eines typischen Rosseland-Mittels kg als
Opazititen (siehe [3]), die strichlierten Lienen stammen von [37].
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2.4.2 Zustandsgleichung

Die Zustandgleichung des Gases bestimmt die thermodynamischen Eigen-
schaften eines Gases. Bei einer Vielzahl von astrophysikalischen Anwendungen
ist die Annahme eines idealen Gases nicht mehr zuldssig, da in es in strahlen-
den Sternplasmen zu Effekten wie Ionisation von Atomen, Dissoziation von Mo-
lekiilen, sowie zur Degeneration der Elektronen kommt. Auf Grund dieser physi-
kalischen Zusammenhinge miissen die thermodynamischen Variablen fiir alle in
den Gleichungen vorhandenen Parameter berechnet oder wiederum eine Art von
Tabelle verwendet werden.

Als Beispiel sei hier der thermodynamische Adiabatenindex I'; vorgestellt:

_pOP 0lnP

I'=—— =
' Pop Olnp

(2.11)

Die in Abb. 2.2 gezeigte spezielle Zustandsgleichung wurde in [68] berechnet,
beinhaltend H, H, und He, auf Basis der solaren Metallhdufigkeiten. Es ist 'y
gegen ein konstantes p von 107 kg m=3 geplottet.
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Abbildung 2.2: thermodynamische Effekte einer typischen Zustandgleichung
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Diese Abbildung (siehe [16]) stellt die thermodynamischen Effekte einer typischen Zustands-
gleichung dar. Der Adiabatenindex TI'; ist gegen die Temperatur bei einer konstanten Dichte
von p = 107 13kgm~3 geplottet. Die gestrichelten waagrechten Linien entsprechen Werten von
Iy = 5/3, sowie I'y = 4/3. Die bei unterschiedlichen Temperaturen auftretenden thermodyn-
mischen Erscheinnungen sind in der Abbildung als Text eingefiigt.
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Kapitel 3

Mathematik der SHD

Zur Losung der SHD-Gleichungen ist ein hohes Mafl an mathematischen
Kenntnissen und Werkzeugen von Néten. Als erstes sind alle Definitionen
angegeben, die notwendig sind, um die Gleichungen bearbeiten zu konnen.
Danach wird auf die Darstellung derselben in unterschiedlichen Bezugssystemen
eingegangen, da es die Physik verlangt, die SHD-Gleichungen unter verschiede-
nen Blickwinkeln zu betrachten.

3.1 Definitionen

In den folgenden Definitionen und Gleichungen (eine gute Einfiihrung liefert
[5]) werden alle Variablen X, die Vektoren darstellen mit X bezeichnet, alle ande-
ren Groflen X sind Skalare. Eine Beschreibung der Groflen der SHD und weitere
Erlauterungen findet sich in der Tabelle auf Seite 36.

Der Nabla-Operator V auf einen Skalar 1 angewendet, ergibt in Kugelkoordina-
ten Folgendes:

(o

10y
r 06

<
<
Il

(3.1)

1 oy
\ rsinﬁa—qﬁ)

Der Nabla-Operator V auf einen Vektor
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1 9 1 0A,

—(sinfA —=,
rsinéaa(sm 2)+7“sin0 00

Als letzter Operator sei noch der Laplace-Operator A erwahnt, der in Kugel-
koordinaten auf einen Skalar ¢ angewendet, untenstehendes Ergebnis liefert:

(3.3)

10,6 ,0¢ 1 0,. oY 1 0%
— (2 il [ i
r2 or (r or ) r2sin f 00 (sin 00 )+ r2sin? 0 002

Das dyadische Produkt mit dem Operationszeichen ® ist eine Verkniipfung
zwischen zwei Vektoren, die folgendermafien definiert ist. Sind die Komponenten

der zwei Vektoren @ und b als

Atp = Vi = (3.4)

und

S
Il
=
I\

(3.6)

bezeichnet, dann gilt

. aq bl ai bg aq b3
® b= agbl a/2b2 a2b3 . (37)
azby asby asbs

L

Weiters gelten fiir die SHD-Gleichungen folgende Definitionen:
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e O, ... partielle zeitliche Ableitung, entspricht einem ortsfesten Koordina-
tensystem (Euler’sches Formulierung). Es gilt fiir eine Funktion Fiz
0 . Flapran — Fap

aF(f’t) - Al}:go At

(3.8)

Da es sich wie gesagt um ein sich zeitlich nicht verdnderntes Koordinaten-
system handelt, gilt

. AZ
Al}fgo At 0 (3:9)
e D, ... totale zeitliche Ableitung, entspricht dem mit dem Gas mitbewegtem

Koordinatensystem (Lagrange’sche Formulierung). Es gilt fiir eine Funkti-
on I (Z,t)

D . Faiaziian — Flap
iiber eine Taylorreihenentwicklung fiir Fz; gelangt man zu

D . F(j-‘yt) + %—IjAt + %Af - F(;g,t)

D0 = A%, At ’ 310
was

D 0 S

FtF(i’t) = EF@@ + ugaSVF (3.12)
mit der Gasgeschwindigkeit

AT
Hm, R = oo (3.13)

entspricht, da sich das ortlichen Koordinatensystems mit dem Gas mit-
bewegt und so die zeitliche Anderung der Koordinaten mit eben dieser
Geschwindigkeit erfolgt.

e d; ... partielle zeitliche Ableitung, entspricht dem mit dem Gitter (siehe
3.5.1) mitbewegtem Koordinatensystem. Es gilt fiir eine Fnktion Fiz ;)

d 0 -
Flan = Fiz UgrigV F, 14
dt (Z,) at (Z,) + U/g d (3 )

wobei

Az
C (3.15)

lim — =4,
At—0 At grid

in diesem Fall der Gittergeschwindigkeit entspricht, da sich die Anderung
des Koordinatensystems hier auf den Gitterindex bezieht, das heif}t jene
Geschwindigkeit, mit der sich die Gitterpunkte an die Funktion anpasst.
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e O, ... partielle rdumliche Ableitung
oV .. Nablaoperator

e A ... Laplaceoperator, entspricht V -V = V2

Des Weiteren wird die eindimensionale Eddington-Ndherung (3K, = J, oder
fu= %) angenommen, da der Strahlungsdruck K im allgemeinen Fall ein Tensor
ware.

3.2 Reynolds Transport Theorem

Bei der Formulierung der physikalischen Gleichungen auf einem adaptiven
Gitter muss natiirlich dem Prinzip der konservativen Formulierung geniige
getan werden, sodass sie auch auf einem sich beliebig bewegenden Gitter noch
immer Geltung besitzt. Da die physikalischen Variablen als Eulerisch definiert
sind, miissen die drei bereits bechriebenen zeitlichen Ableitungen ineinander
iiberfiihrt werden konnen; das passiert mit Hilfe des Reynolds Transport
Theorems (siehe [36]), das die Grundlage einer konservativen Formulierung der
SHD-Gleichungen darstellt.

D D .
a T Vi = —
= /V aF(j‘,t) + ugasVF(j‘,t) + F(:'r’,t)v “ Ugas dV =
a = —
= /‘; aF(ﬁat) + V(F(f,t)uga,s) dV =
a - —
= / aF(ﬁ’t)dV + / Flz pliges dA (3.16)
v oV
Analog gilt natiirlich:
d d o
a i Vi = —
= /“/ EF(;'U‘J) + U’gridVF(;‘c‘,t) + F(.'f,t)v . U’gm’d dV —
a = —
B /‘/EF(“) + V(Flaptigria) dV =
a - —
= / aF(f,t)dV + / F(fyt)ugrid dA (317)
v 1%
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Setzt man nun (3.16) und (3.17) gleich, erhélt man folgenden Zusammenhang:

d o .
dt v ( 5t) at ( t +/ ( ,t)U/g d
D N —
ot J, @ v - /av Fa,1)ligasdA
d D . -
= % j‘,t)dv = Dt F(x t dv + - F(i-‘,t) (ug”-d — ’U,g(w) dA (318)

Analog gilt:

D d o . -
Ht (5t)dV = dt / F(g;t dV + /{;V F(g';‘,t) (ugas — ug”-d)sdA (3.19)

Als niitzlich hat sich auch folgender Satz aus [36] erwiesen:

-D _D —
Fiznd = — (p Fiz FYV -t =
Dt '0 (1) |4 /V Dt (p ( at)) +p \Y Ug av

D D —
= —Fan + Fan—; FlayViiges dV =
/ '0 Dt ( at) +¥( 7t) Dtp + p ( at)vug B dV

D
F(:Ic‘,t) [Dtp+ pv U’gas] =0
D
p 2 FandV (3.20)
/V 57 Fen

Kontinuitéitsgleichung

Ausgangspunkt ist die Kontinuitatsgleichung in Lagrange’scher Formulierung.

D
B pdV =0 (3.21)

Wird nun Gleichung (3.19) angewendet, erhilt man:

19) D d 1
(m)) - / pdV = pdV + / 1% (ﬁgas - ﬁgrid) dA=0 (322)
Dt dt av

8 — - -
Ugas — Ugrid = Urel
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Bewegungsgleichung

Wiederum ist die Gleichung in Lagrange’scher Schreibweise Ausgangspunkt.

_D — —
= padvz/ _PdA = [ —Vpav
Dt [y av v
19) d ; ;
@Q—/padwr/ P (@gas — Ugpia) dA = / —PdA
dt Jv av av
(3.22) D . D -
— dV = —udV = —VPdV 3.23
— Dt/vpu /Vthu ; (3.23)

Auf Grund von Gleichung (3.23) gilt fiir jedes Volumen V'

D -
—u = —-VP. .24
P & \Y% (3.24)
Energiegleichung

Auch hier wird von der Lagrange-Formulierung der Gleichung ausgegangen.
D R
— / peirdV = —P1idA, (3.25)
Dt Jy av

mit e = €jpt + %12’2. (et0¢ entspricht der spezifischen Gesamtenergie (tot ...
total ... gesamt), e, der inneren Energie (int ... internal ... innere) und ;u?
steht fiir die spezifische Bewegungsenergie.

D D 1 -
- mdV +— [ pz@*dV = [ —V(Pi@)d 2
Dt/vpetV+Dt/Vp2 1% /VV(U)V (3.26)

D
— _—»d
/Vuthu V

Aus der Bewegungsgleichung kénnen nun folgende Relationen abgeleitet wer-
den.

D .
/ﬁp—ﬁdV - /ﬁ(—VP)dV (3.27)
1% Dt 1%

1D, D
S Z2av = [ dpudv 3.28
/VpQ Dt /V“th“ (3:28)

Setzt man nun Gleichung (3.26) in die Energiegleichung ein, erhilt man
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(3.26) D

25 = peimdV + / —#@(VP)dV = / —V(P@)dV
Dt 14 14 14
d — — —
- / P Eint dv + / pemt(ﬁgas — ﬁgm’d)dA = / — V(ﬁ) —UVP|dV
dt 14 [21% |4
a peint dV + / P €int(Tgas — Ugria)dA = / —PVadV (3.29)
dt 14 [21% |4

All diese Zusammenhénge werden verwendet, um die SHD-Gleichungen von
einem Bezugssystem in das andere umrechnen zu kénnen.

3.3 SHD-Gleichungen in unterschiedlichen Be-
zugssystemen

Auf Grund der im vorigen Abschnitt hergeleiteten Zusammenhénge kénnen

die SHD-Gleichungen, abhéngig von ihrem Bezugssystem, in unterschiedlichen
Schreibweisen angeben werden. Allen ist gemein, dass sie in Kugelkoordinaten
angeschrieben sind, von denen jeweils nur der Radialterm beriicksichtigt wird.
Je nach Problemstellung bevorzugt man eines der besprochenen Bezugssysteme.
In einigen Féllen ist es von Vorteil, wenn man anstatt eines adaptiven Gitters die
Euler-Beschreibung einer ortlich fixierten Zelle verwendet, bei anderen Untersu-
chungen ist es sinnvoll sich mit dem strémenden Gas mitzubewegen.
Diese Flexibilitéit in der Betrachtungsweise fiihrt allerdings zu einer mathemati-
schen Mehrarbeit, da beim Ubergang von einem System in ein anderes Zusatz-
terme berechnet werden miissen, um die Transformation konsistent abschlieflen
zu kénnen. Diese Terme werden Advektion genannt. Geht man zum Beispiel
von einem System, das sich mit dem Gas mitbewegt, zu einem ortsfesten Sy-
stem iiber, beschreiben die so neu entstandenen Advektionsterme den Fluss iiber
die Oberfliche in das nun neu entstandene Volumen (das auf Grund der Folgen
der Diskretiserung ensteht, siehe Seite 35), welches in ersterer Betrachtungsweise
nicht vorkommt, da man sich ja mit dem System in der Strémung mitbewegt.
Es werden hier drei Bezugssysteme vorgestellt, sowie die Terme beschrieben, die
entstehen, wenn man von einem System ins andere wechselt. Dabei handelt es
sich um ein

e System mit ortsfesten Koordinaten (Euler),
e System im mitbewegtem Gas (Lagrange),

e System im mitbewegtem Gitter.

Ein weiteres Kennzeichen der Transformation zwischen den Systemen ist das
Auftreten dreier Geschwindigkeiten; jene des Gases, jene des sich auf das Problem
adaptierenden Gitters und die daraus resultierende Relativgeschwindigkeit.

22



3.3.1 SHD-Gleichungen mit totaler Zeitableitung (La-
grange)

Die totale Zeitableitung, auch Lagrange-Formulierung genannt, beschreibt
jenes System, in dem sich die Koordinaten mit dem Gas mitbewegen. Das
bedeutet, dass sich das Koordinatensystem mit der Gasgeschwindigkeit ge-
geniiber der Umgebung verdndert, man sieht das Problem aus der Sicht eines
sich bewegenden Gasteilchens, man sitzt sozusagen auf dem Teilchen. Die
bestimmende Geschwindigkeit ist jene des Gases 45 , die bei Transformation in
anderen Systeme Eingang in die Advektionsterme findet.

Die Gleichungen (3.30) bis (3.35) bilden das System der SHD-Gleichungen mit
totaler Zeitableitung.

Kontinuitétsgleichung:

Dip+pV-i7=0 (3.30)
Bewegungsgleichung:
— — — 4 —
Dy(p@d) + (pi)V - &+ VP + pVe — gpmpH—aQ:o (3.31)
Energiegleichung:

Di(pe) + (pe)V -+ PV -G+ 4m prp(J = S) — penue +€0) =0 (3.32)
Poissongleichung:
A¢p =4nGp (3.33)

0. Moment der Strahlungstransportgleichung:

1 1 — — —
1 = 13K —-J
+ -KV-i-—- T+ pkp(J—5)=0 (3.34)
C C T

1. Moment der Strahlungstransportgleichung:

3K —J
r

-DiH + -HV -4+ VK + +-HV - i+ pkpH =0 (3.35)
c c c

3.3.2 SHD-Gleichungen mit partieller Zeitableitung (Git-
tersystem)

Die partielle Zeitableitung im Gittersystem entspricht jenem System, in dem
man sich mit dem adaptierenden Gitter mitbewegt. Man befindet sich sozusagen
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auf dem Gitter und fiihrt alle Bewegungen desselben aus. Die charakteristische
Geschwindigkeit ist die Gittergeschwindigkeit i,;, die bei den Umrechnungen in
die Advektionsterme eingeht.

Das Set (3.36) bis (3.41) entspricht den SHD-Gleichungen im Gittersystem.

Kontinuitétsgleichung:

dip+V - (piire) =0 (3.36)
Bewegungsgleichung:
— - — — = - 4 d —
di (pt) + V(p i ® tres) + VP + pV — %pmpH—qu(] (3.37)
Energiegleichung:

dy (pe) + V(peiye) + PV - i+ dmprip(J — S) — penue +€g) =0 (3.38)
Poissongleichung:

Ap =4nGp (3.39)
0. Moment der Strahlungstransportgleichung:

YT b Y)Y A+

1 - 13K —
Kv-i— 3B ke =S =0 (3.40)

C Cc T

+

1. Moment der Strahlungstransportgleichung:

+-AV -G+ prpH =0 (3.41)
(&

1 — 1 =l — —
—dyH + -V (Hi,q) + VK +
c c r

Bei dem Ubergang zwischen zwei Systemen, die durch die Gasgeschwindig-
keit und Gittergeschwindigkeit definiert sind, kommt es zu Geschwindigkeitsun-
terschieden, die durch die Relativgeschwindigkeit .., gegeben sind.

3.3.3 SHD-Gleichungen mit partieller Zeitableitung (Eu-
ler)

Die Euler-Formulierung, die normale partielle Zeitableitung ist die wohl
dlteste und bekannteste Betrachtungsweise eines Koordinatensystems. Hierbei
handelt es sich um ein ortsfestes Koordinatensystem, man ist also in der
Raumkoordinate fest und betrachtet das Gas, das sich durch das fixierte
Koordinatensystem bewegt. Das Gas bewegt sich relativ zu den Zellen mit der
Gasgeschwindigkeit g4, = .
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StoBen in Betracht gezogen werden.

Kontinuitétsgleichung:
1 9
Oy p + r—28r(7“ pii) =0
Bewegungsgleichung:

G 4 -
pm——ﬂ-pl{,pH—ﬁQ:O
Cc

O (pt) + T—28r (répdd)+ 0. P+ =

Energiegleichung:

1
o (pe) + T—Qar (r? pei) +

1 4
+ PT_QaF(T2u)+47Tp’€P(J_S)_p(enuc+€Q) =0

Poissongleichung:
Oym = 4w pr?

0. Moment der Strahlungstransportgleichung:
11
cr?
1
c

1 — 1 -
EatJ 8r(r2Ju)+ﬁ8,(r2H)

13K —
_ 13 Jﬂ'-l—pfcp(J—S):O

1 —
K . Or (1 @)
1. Moment der Strahlungstransportgleichung:

11 L1 -
——23tH+—ar(7”2Hﬂ:) -+ 3TK—+—
cCrT C

1

Cc

3K —-J

r

—’]_ — —
+ HT—Qar(TQU,)-i-pK,pH:O

3.4 Kiinstliche Viskositit

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Neben physikalischen Effekten (molekulare Viskositdten verbreitern Stof-
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fronten oder Kontaktdiskontinuitdten im Bereich der mittleren Wegldnge durch
Wirmeleitung) miissen auch nummerische Aspekte bei der Berechnung von
Unendlich schmale Stofle oder Kontakt-
diskontinuitéiten sind mit der Methode der finiten Differenzen (sieche Abschnitt
4) nicht ohne Weiteres aufzulosen, da der Abstand zwischen zwei Gitterpunk-
ten endlich ist. Ohne Einfiilhrung der kiinstlichen Viskositdt kommt es zu
nummerischen Instabilitdten in Form von ungewollten Schwingungen, die bei der
Berechnung von Stowellen auf keinen Fall auftreten sollten, um Ergebnisse nicht
zu verfilschen.



Aus diesem Grund wird die hier beschriebene kiinstliche Viskositét, als numme-
rische Notwendigkeit (fiir weitere nummerische Kunstrukte siehe nichster Ab-
schnitt) eingefiihrt, welche die Stoifront oder Kontaktdiskontinuitét iiber einige
Zellen verschmiert (verbreitert) und so Unstetigkeiten in kontinuierliche Berei-
che umwandelt, die sich nummerisch besser behandeln lassen. Die physikalische
Entsprechung ist der Ubergang von den Gleichungen fiir ein ideales Fluid zu den
NAVIER-STOKES-Gleichungen. An diese Art von Viskositéit werden drei Anfor-
derungen gestellt:

1. Die kiinstliche Viskositét soll Stofe {iber mehrere Gitterpunkte verbreitern
und nur in deren Umgebung wirken.

2. Die kiinstliche Viskositét darf keinen Einfluss auf expandierende Strukturen
haben.

3. Homologe Kontraktionen sollen unbeeinflusst stattfinden.

Die genuine Idee der kiinstlichen Viskositit wurde von von Neumann und Richt-
myer 1950 (siehe [57]) als

du\?2 e Ou
q= ZQP(E) fur o < 0
0 sonst

publiziert und von Tscharnuter und Winkler 1979 (siehe [52]) mit oben ge-
nannten Eigenschaften auf beliebige Geometrien verallgemeinert. Die in diesem
Abschnitt verwendete Notationen stammen aus der Arbeit von T'scharnuter und
Winkler.

Grundlegend ist, dass das Konzept der kiinstlichen Viskositit geometrieun-
abhéingig formuliert ist und daher fiir beliebige Geometrien (planar, zylindrisch,
sphéirisch, Flussrohrengeometrie) gelten kann. Wichtig fiir astrophysikalische
Anwendungen ist von jeher jene fiir Kugeln.

Die Idee der kiinstlichen Viskositdt basiert auf der Einfiihrung eines viskosen
Drucktensors @7, der sich wie folgt anschreiben lisst (fiir die Definition der
e-Terme siehe [52, Seite 31]), hier seien nur die Eintréige der Spur unter Gleichung
(3.56) angefiihrt), [ ist ein Normierungsparameter, der sich auf das Gitter bezieht
und angibt, um welchen Betrag eine auftretende Stoffront verbreitert wird.

r—sdiva £ £
" =pdivi = el ef — 2 div el (3.48)
e? £ el — Ldivi
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Durch diese Definition der kiinstlichen Viskositét ergeben sich zusétzliche Ter-
me in der Bewegungs- und Energiegleichung. In die Bewegungsgleichung geht
die durch die Viskositit ausgeiibte Kraft, in die Energiegleichung, die Umwand-
lung von Bewegungsenergie in thermische Energie ein. Den viskosen Kraftbeitrag
erhdlt man durch Divergenzbildung des viskosen Drucktensors.

-~ 0Q"

FQ = om oder ﬁQ = 6 : Q (349)

Die dissipierte Energie ergibt sich wie folgt (wobei ¢]* der Tensor des symmetri-
sierten Geschwindigkeitsfeldes ist {siehe [52, Seite 31]}), die zweiten Schreibwei-
sen stammen aus [16, Seite 285]).

1 1 -
€Q= —;Q;ngfn oder € = —;Q (V- 4) (3.50)

Zur leichteren Verstindlichkeit der nachstehenden Herleitungen seien einige
(Operator-)Beziehungen in den folgenden Boxen zusammengefasst. Auf diese
wird immer wieder zuriickgegriffen; ihre Verwendung ist an den Ziffern iiber den
Gleichheitszeichen zu erkennen.

I - Operatorbeziehung 1
o _dr o
or3 30V
II - Operatorbeziehung 2
X ist Platzhalter fiir eine beliebige Grofie
10, , 1 /0r? 20X
— 2 (r2x) = —(Z—Xx ) =
TZaT(T ) 7"2(87" T 8r)
1 1 ,0X 2 0X
= X+ =rP— = X+ —
2 +7'2T or r +6r
or? 0X
—(r’X) = — X+ =
337‘3(r ) 3(6r3 T 87’3)
a(r3)3 ,0X 21 ,0X
=3 X +rgs) = (5, X+ 58) =
2 0X
= X 27
r +3 Or3
X
somit gllt W = 37"2%
10X 0X
oder 2% T am
3r20r  Or




IIT - Operatorbeziehung 3
X ist Platzhalter fiir eine beliebige Grofle

§8(7‘3X) 3 (87‘3X 38X>

r ord - r \gr3 r or3 -
3 3 .0X 3 0X
=X+ = = X437
r + TT or3 r tor or3

IV - Operatorbeziehung 4
X ist Platzhalter fiir eine beliebige Grofie

Ou O(r*u) @ Ou 1109(r’u)

or or3 or 3r2 Or
ou 11 0or? 50U 11 )
= - — — — _— _— ey _— 2
or 3r2<8ru+r8r) 3r2( U+T8r>
_Ouw 11, 11,0u _ 20u 2u
T Or 372 3r2° 9r  30r 3r

V - Spurfreiheit des viskosen Drucktensors
entspricht Bedingung 3 der kiinstlichen Viskositét

Q+Qp+Q =0
Q = —(Q+Q)

3.4.1 Kiinstliche Viskositit in der Bewegungsgleichung

Der Zusatzterm des viskosen Druckes fiir die Bewegungsgleichung lasst sich
nun als der radiale Term in sphérischer Symmetrie, das heift Ersetzung von
. - ]. a 2
divi = T_QE(T u), (3.51)

sowie das Vernachlissigen aller Ableitungen ungleich derer nach r, und unter
ensprechender Ersetzung der Operatoren wie folgt anschreiben.

8le — lg(err) _ Qg + Qi
om r20r r r

wobei die )-Terme, die Eintréige im viskosen Drucktensor reprisentieren.

(3.52)
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Mittels der in den Boxen angeschriebenen Beziehungen lésst sich nun der
gesuchte Zusatzterm in der Bewegungsgleichung ableiten:

Q" (v) Q’"

= 2Qr 3.53
om r2 8r( Q)+ ( )
Fiihrt man die Differentation durch, gelangt man zu
1 Or? 1 ,0Qr Qr Q’" Qr
- s . T _vr — _2 s _’I" —
r2 or " + 2’ or + T @t T
L0 @ m 2862’"
’ + =L = T+ 3r 3.54
Q or Q * ors’ (3:54)

Das Ergebnis von (3.54) lisst sich weiters unter der Verwendung von (III) zu
@ 39(r°Qy) 3Qr)
roord

umformen. Setzt man nun die entsprechenden Terme aus den Eintrigen des
viskosen Drucktensors ein, wobei

(3.54) L (3.55)

P . 110, , _ . Ou e 20 = u 10v
Q,=c¢, gﬁE(T u) mit el = 5, Sowie + e =0 und
9 _ U4 Y 1 ow _
£y = r+rcow+8rsin08¢ 0 (3.56)
gilt, ein, ergibt sich aus Gleichung (3.55) Folgendes:
30 (4, 10 ou 110 B
(8:85) = ror3 (T : pﬁE(T )[E §ﬁar( U)D N
@30 (ap a0 i 110 LN
B 83< lp387“3( )[87" 37“287"( u))D_
@) 8T 0 [ 59 0 ou u
= 4 — = — 3.57
AR ] et} (3:57)
Wird nun der Term
0
4 2 :
P dm o (r*u) (3.58)

herausgehoben und mit einem linearen Term (siehe [19, Seite 39]) kombiniert,
erhdlt man den Koeffizienten der kiinstlichen Voskositét pgq

0
po = —lics+10 47TW(7‘ u). (3.59)

Der lineare Term skaliert mit der Schallgeschwindigkeit cg und dient dazu, kleine
Oszillationen in der Niahe von Kontaktdiskontinuititen zu ddmpfen. Der qua-
dratische Term wirkt nur im kompressiven und nicht homologen Fall, anders
ausgedriickt, nur wenn

I a?/ (r*u) <0 (3.60)
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gilt.
Die endgiiltive Form dieses Terms in der Bewegungsgleichung ist nun:

(3.57) = 27; a?/( [—llcs + 124w%(r u)} [g—q: . %D (3.61)

Integriert man nun diesen Ausdruck und setzt die Vorzeichen richtig, erhélt man

/VquV:—/ i:aav(r p[—llcs+l 47r%(7‘ u)] [‘;—ﬁ—g])dv,

(3.62)
und mit Gleichung (3.59) findet man

= S ol )

Der zusitzliche Term in der Bewegungsgleichung lautet diskretisiert (siehe Kapi-
tel 4) nun:
Au w

(3.63) — —i—:A [quT3(A—T - %)} (3.64)

3.4.2 kiinstliche Viskositit in der Energiegleichung

Die durch die kiinstliche Viskositéit dissipierte Energie kann durch
1
eg = —I*div u{g[(sﬁ — e 4 (e - 5?)2 + (sﬁ — e+
2[(ehe? + ehe? + 806¢]} (3.65)

angegeben werden. Verwendet man wieder Gleichung (3.51) und bezieht man
wieder nur die radialen Terme mit ein, erhilt man

oot geafil(G 2 () -

_gl %%(7‘2“){(2—? _ %)2} (3.66)

Verwendet man nun die Beziehungen (IV) in umgekehrter Richtung (Achtung
auf das Quadrat der Klammer und damit, dass statt dem Faktor 2, der von %

herausgehoben werden kann) und (II), gelangt man zur Formulierung wie in [52]
auf Seite 35 mit

Ou  9(r*u)7?
O Lyeafle - 42)
QT s (r*) or or3
angegeben. Nun wird Operatorbeziehung (I) angewendet und Gleichung (3.59)
eingesetzt und man erhilt

(3.67)

ou ur.

(3.67) = —qup[E—; (3.68)
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Integriert lautet dieser Term wie folgt

2 ou ul?
dV =— | Zuopl=— — —| aVv, 3.69
/f‘? /V3“Qp[ar 7«} ’ (3.69)
was zu der diskretisierten Version
2 Au  u\?2
(3.69) — —Zno pVS(A—T - %) (3.70)
fiihrt.
3.5 Weitere notwendige mathematisch-

nummerische Konstruktionen

Neben der kiinstlichen Viskositdt sind noch einige weitere Konstrukte
mathematisch-nummerischer Natur von Néten, um die SHD-Gleichungen mit ho-
her Genauigkeit 16sen zu kénnen (siehe [59]). Die drei wichtigsten seinen hier ge-
nannt, dabei handelt es sich um das Konzept des adaptiven Gitters, die raumliche
und zeitliche Glattung, sowie das Prinzip der zeitlichen Zentrierung.

3.5.1 Adaptive Gitter

Um steile Gradienten beziehungsweise Stofifronten und Kontaktdiskonti-
nuitdten gut auflésen zu kénnen, ist es notwendig, dass in diesen Bereichen ge-
nauer gerechnet wird, als an Stellen, wo sich recht wenig in den Variablen dndert.
Diese Anforderungen kénnen mit einem sogenannten adaptiven Gitter gelost wer-
den, dass an sensiblen Stellen des Raumes die Gitterpunkte anh&uft und so die
Gradienten besser auflésen kann. Die urspriingliche Idee wurde erstmals in [13]
vorgestellt.

Die zentrale Idee des adaptiven Gitters (ausgezeichnete Literatur zu Gittern und
deren Generierung findet sich in [50], [58], [59] und [60]) ist jene, dass die zeitli-
che Entwicklung der rdumlichen Gitterpunktverteilung parallel mit dem System
der SHD-Gleichungen mitgelost wird und durch die Struktur der Strémung be-
stimmt wird. Dort wo es zu steilen Gradienten kommt, sollen sich die Punkte
ansammeln, wihrend sie an flachen Gradienten auseinandergezogen werden. Die
Gittergleichung sagt nun im Grunde aus, dass die tatsichliche Punktkonzentra-
tion n; proportional zur gewiinschten Auflésung R; sein soll, also

Tit1 — T4

mits =1,..., N gilt, wobei ¢ den Stiitzstellenindex markiert, N die Gesamtanzahl
der Gitterpunkte représentiert und X eine typische Lingenskala des Problems
darstellt. Die gewiinschte Punktkonzentration wird erreicht, indem man fordert,
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dass sich die Punkte dquidistant entlang der Bogenlidnge der aufzulésenden Funk-
tionen fi, ..., fu anordnen sollen, womit

M 2

Ri= |1+ ; (i—{f‘)i (3.72)

gilt. Der Ausdruck (i—é‘) reprisentiert dabei die diskretisierte erste Ableitung

der Funktion fj an der Stelle 7. Das fiihrt zu einer Gittergleichung der Form laut
[13]

— 3.73
R, R 79)
mit
on;
b o= 7 o 3.74
n n; +7 5t ( )
n; = mn;— a(af — 1)(77,1'4_1 — 2n; + ni_1) (375)

Fiir die Parameter 7 und « siehe folgende Unterabschnitte.

3.5.2 Réaumliche und zeitliche Gliattung

Die Anpassungsfihigkeit des Gitters an die Funktionen sollte aus Griinden
der nummerischen Stabilitét, weder in rdumlicher noch in zeitlicher Hinsicht allzu
grofl sein. Deswegen verwendet man eine rdumliche und zeitliche Glattung unter
Einfithrung der Gittersteifeparameter o und 7, die die Anderung der Punktkon-
zentration von einem Zeitschritt zum néchsten beschrinken. Der Parameter o
engt die Anderung der Punktkonzentration auf 20 bis 30 Prozent von einem Zeit-
schritt zum n#chsten ein. Der zeitliche Gittersteifeparameter 7 hiingt von den
Zeitskalen des betrachteten Problems ab, muss aber um einiges kleiner als die
kiirzeste physikalische Zeitskala sein, damit das Gitter in der Lage sein kann, sich
auf diese einstellen zu konnen. Die endgiiltige Version der Gittergleichung stellt
Gleichung (3.73) dar (fiir eine detaillierte Herleitung sei auf [13] verwiesen).

3.5.3 Zeitliche Zentrierung

Die Berechnung von Pulsationslosungen bedingt ein besonderes Augenmerk
auf die zeitliche Entwicklung des Problems. Insbesonders muss die nummerische
Dampfung beziiglich dieser Entwicklung auf ein Minimum reduziert werden. Dies
geschieht durch die zeitliche Zentrierung; die Ableitungen in der Zeit kénnen von
den radialen Termen getrennt werden und eine Taylor-Reihen-Entwicklung fiir
die Anwendung der finite-Differenzen-Methode durchgefiihrt werden. FEine ge-
naue Ableitung unten angefiihrter Gleichungen findet sich in [16, Seite 279].
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Oben zitierte Ableitung fiihrt zu einem linearen Operator, der auf die physikali-
schen Variablen angewendet Folgendes ergibt:

(X(t) = 6X(t+dt)+(1—-0)X(2)
X L (1 -9) X mit 0<H<1 (3.76)

Setzt man § = 1 ergibt sich ein voll implizites Schema. Als typischer Wert gilt
6 = 0,51 (siehe [21] und [22]).

Beim Verfahren der zeitlichen Zentrierung bestehen nun zwei Moglichkeiten:
e zeitliche Zentrierung der Variablen und anschlieffende Operatorenbildung

e zeitliche Zentrierung des Operators und anschlieBende Anwendung auf die
Variablen

Um die beiden Moglichkeiten der zeitlichen Zentrierung vergleichen zu konnen,
muss jede der beiden Formulierungen in die SHD-Gleichungen implementiert und
astrophysikalische Rechnungen mit dem Code durchgefiihrt werden.

Da aber das Testen der zwei Moglichkeiten ebenfalls der Aufstellung der Jacobi-
Matrix und dadurch der Erstellung der Ableitungen der Gleichungen bedarf, ist
die zeitliche Zentrierung ein Paradebeispiel fiir die Verwendung des erstellten
Notebooks. Die Berechnung der Ableitungen erfolgt nun automatisch und durch
Wegfall eines erklédglichen Teil des Zeitaufwandes kann nun die ideale zeitliche
Zentrierung fiir unterschiedliche astrophysikalische Fragestellungen ohne grofien
Aufwand gefunden werden.

3.6 SHD-Gleichungen in Integralform

Um ein stabiles, mit den Erhaltungssédtzen konsistentes Diskretisie-
rungsverfahren anwenden zu konnen, wird die sogenannte finite-Volumen-
Diskretisierung verwendet (siehe [61]). Deshalb ist es notwendig, die SHD-
Gleichungen umzuformulieren. Dazu verwendet man das zeitabhéngige Volumen
V' innerhalb einer Oberfliche 0V und integriert die Gleichungen mit Hilfe des
Integralsatzes von Gauss, der verwendet wird, um die Divergenzterme in Fliisse
iiber die Oberfliche umzuwandeln. Dieser Satz liefert den Zusammenhang zwi-
schen einem Integral {iber ein Volumen V mit dem Integral iiber die Oberfliche
0V, welches das vorhergenannte Volumen einschliefit, fiir Ndheres siehe [5, Seite
545]. Dabei ist darauf zu achten, dass sich die zeitliche Ableitung jetzt auf einen
fixen Gitterpunkt beziehen.

Die Gleichungen (3.77) bis (3.82) bilden das SHD-System in Integralform.
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Kontinuitétsgleichung:

a e d
2 pav 4+ / pirdd = 0
ot Jv av(t)

Bewegungsgleichung:
a — —
— pudV + / PUUpe dA + / VPV +
ot av(t)
G 4 -
+ / PRav — | prpHAV — / igdV = 0
v T C Jv) V(t)
Energiegleichung:
0 - -
— pedV +/ petredA +/ PV -udV +
ot Jv av(t
47r/ pkp(J —S)dV — / (€nuc +€0)dV = 0
V(t)
Poissongleichung:

T
m = / 47r7“/2pd7"l
0

0. Moment der Strahlungstransportgleichung:

10

]_ —
JdV+—/ J Uy dA  +
08t C v (t)

1 -
+ V-HdV+—/ KV .-udV -
V(t) CJvt

1 K —
+—/ 5 JﬁdV—i—/ pkp(J—=S)dV = 0
CJv) r V(t)

1. Moment der Strahlungstransportgleichung:

10 1
2 Hav 4 -
c ot V(t) v (t)
K_ 1 — = —
+/ ’ JdV—i——/ HV-@'dV—}-/ prp HAV
v(t) r ¢ Jv v(t)

0

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)

(3.81)

Dieser Schritt der Integration ist Voraussetzung fiir eine konservative Formu-
lierung der diskretisierten Gleichungen. Jetzt kann die nachfolgende Diskreti-
serung begonnen werden, indem man immer das Volumen V' zwischen zwei be-
nachbarten Zellen verwendet; aus diesem Grund heifit diese Methode eben finite

Volumen Methode.
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Kapitel 4

Diskretisierung

Um Differentialgleichungen mittels Computer 16sen zu kénnen, miissen diese

zuerst diskretisiert werden. Es handelt sich dabei um einen Ubergang von konti-
nuierlicher Mathematik zu einer diskreten Formulierung, da es mittels Computer-
nummerik nur méglich ist, Gleichungen, Differentiale und Integrale iiber diskreten
Punkten auszuwerten. Fiir eine grundlegende Betrachtung vom Ubergang konti-
nuierlicher Mathematik zur diskreten Nummerik siehe [42]. Eine philosophische
Ubersicht iiber die Problematik liefert [51].
Beim Vorgang der Diskretisierung, von dem es je nach Problem, mathemati-
scher Genauigkeit und systembezogener Parameter, unterschiedliche M&glichkei-
ten gibt, miissen bestimmte Regeln befolgt werden die im folgenden Abschnitt
beschrieben sind. Der Vorgang der Diskretisierung ist ein sensibler Vorgang, bei
dem viel Einfluss auf die zu erwartende Performace eines Programms genommen
werden kann, Fehler beim Diskretisieren konnen zur Verletzung physikalische An-
nahmen, sowie der konservativen Formulierung der SHD-Gleichungen fiihren.

4.1 symbolische Notation

Alle in den (diskretisierten) SHD-Gleichungen verwendeten Variablen und
Abkiirzungen, sowie ihre Art (Vektor oder Skalar) einschlieflich ihrer Dimension
finden sich in der Tabelle (4.1).

Bei der diskretisierten Form der Variablen gibt es zwei unterschiedliche Arten,
néamlich

e skalare (Tensor gerader Stufe) Variablen - definiert in der Zellmitte

e vektorielle (Tensor ungerader Stufe) Variablen - definiert am Zellrand .

Die Notation aller Variablen ist in Abbildung (4.1) dargestellt. Diese Art von For-
mulierung nennt staggered mesh oder gestaffeltes Gitter. Die Nummerierung der
Stiitzstellen wird mit 7 bezeichnet, mit ¢ = 1, ..., N, wobei der erste Gitterpunkt
am Aussenrand liegt, der letzte am Innenrand (siche Abbildung (4.2)).
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Tabelle 4.1: Bedeutung der in den SHD-Gleichungen verwendeten Grofien.

Symbol Art Bezeichnung Dimension (SI)
c Skalar Lichtgeschwindigkeit ms !

dA Vektor Oberflichenelement von 9V m?

dv Vektor Volumenselement von V m3

ov Vektor Oberfliche von V m?

e Skalar spezifische innere Gasenergie Jkg!
€nuc Skalar nukleare Energieerzeugung m?s 3

€Q Skalar  viskose Energiedissipation m?s™3

G Skalar ~ Gravitationskonstante N m?kg 2
H Vektor 1-tes Moment des Strahlungsfeldes Jm™2s7!
AnH Vektor Strahlungsfluss Jm2s7!
J Skalar  0-tes Moment des Strahlungsfeldes Jm2g7!
%J Skalar  Strahlungsenergiedichte Jm™3

K Skalar  2-tes Moment des Strahlungsfeldes Jm2g7!
%K Skalar  Strahlungsdruck Jm™3

Kp Skalar  Opazitit (Planck-Mittel) m?kg !
m Vektor integrierte Masse kg

P Skalar  Gasdruck N m~2

¢ Skalar Gravitationspotential kg m2s~2
T Skalar  Kreiszahl —

r Vektor Radius m

p Skalar Massedichte kg m—3

S Skalar  Quellterm Jm2s7!
t Skalar  Zeit S

Ugas Vektor Gasgeschwindigkeit m s !
Ugrid Vektor Gittergeschwindigkeit ms !

Upel Vektor Geschwindigkeit zwischen Gas und Gitter m s™!

uQ Vektor viskoser Impulsiibertrag kg m2s7!
Vs Skalar  skalares Volumen m3

Vv Vektor vektorielles Volumen m?3

Neben der Einteilung der Variablen in zwei Klassen, ist dies auch bei den
Gleichungen moglich. Auch diese werden in skalare und vektorielle Gleichungen
Jene Gleichungen die eine skalare Variable be-
schreiben werden skalar genannt, Entsprechendes gilt fiir die vektorielle Klasse

eingeteilt (siehe Tabelle (4.2)).

(fiir die einzige Ausnahme siehe Fufinote 9).

Die diskretisierte Poissongleichung hat skalaren Charakter, die Masse ist aber am Zellrand
definiert und daher ein Vektor. Das ist nur scheinbar ein Widerspruch, da die Poissonglei-
chung erst nach ein Mal erfolgter Integration diskretisiert wird, verschiebt sich die Gleichung
sozusagen um einen halben Indexschritt, dadurch veréindert sich die Art der Gleichung. Aus
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Abbildung 4.1: Zellenbelegung

Zellrand
vektoriell
Zellmitte Zellmitte
skalar skalar
P12 rSj R-12
Civ1/2 | -1/
e i Ji-12
Zentrum i ' Rand
I
ol i i-1

Die unbekannten Variablen werden auf einem sogenannten staggered mesh formuliert, bei dem
skalarartige Werte wie die Dichte p oder die innere Energie e in der Zellmitte, und vektorielle
Werte wie die Geschwindigkeit u oder die Masse m am Zellrand definiert werden.

Abbildung 4.2: Indexverlauf im SHD-Code

0Zentrum extern

®
D
®
D

ik J

-

i1 Ni+1/2 T Fi-12

Aus historischemn Griinden wird der Auflenrand des Sterns mit dem Index 0 bezeichnet, hin
zum Zentrum erhoht sich der Index. Das wurde aus dem Grund einer weniger speicherintensiven
Implementation der dufleren Randbedingungen eingefiihrt.

4.2 Diskretisierungsregeln

4.2.1 Operatoren

Als Ausgangspunkt der Diskretisierung dienen die SHD-Gleichungen in Inte-
gralform von Seite 33. Die rdumlichen und zeitlichen Differentiale werden nun
auf dem staggered mesh entsprechend diskretisiert. Dabei kommen sieben ver-

diesem Grund beschreibt eine skalare Gleichung eine vektorielle Variable. Die Poissongleichung

ist die einzige Ausnahme, alle anderen Gleichungen und zugehorigen Variablen verhalten sich
konsistent.
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Tabelle 4.2: von der Art der Strahlungshydrodynamikgleichungen

Gleichung Art Variable

Gitter vektoriell Radius

Poisson (Eigengravitation) skalar integrierte Masse °
Kontinuitits (Masse) skalar Dichte

Bewegungs (Impuls) vektoriell Gasgeschwindigkeit
Energie skalar innere Energie
0.Moment des Strahlungsfeldes skalar Strahlungsenergie

1.Moment des Strahlungsfeldes vektoriell Strahlungsfluss

schiedene Operatoren (siehe 4.3) zur Anwendung.

Tabelle 4.3: Operatoren

Bezeichnung Bedeutung Berechnung
sl . (neu) (alt)
0X zeitliche Differenz X; -X;
AX raumliche Differenz, skalar X, 1—-X, 41
2 2

riumliche Differenz, vektoriell'© X; — X;

X Mittelung, skalar'! %(Xi—; + Xz‘+%)
Mittelung, vektoriell (Xi + Xit1)
X advektierte Grofle, skalar!? ozXH_% +(1-aw XZ;%

advektierte Grofle, vektoriell'? aX;+(1—a) X1

Der Operator ¢ fiir das zeitliche Differential wird mittels der Variablen zum
neuen und alten Zeitpunkt an der Stiitzstelle ¢ berechnet, es ist unabhéngig,
ob sich dieser Operator in einer skalaren oder vektoriellen Gleichung befindet,
die Art der Gleichung hat keinen Einfluss auf die Diskretisierung des zeitlichen

10Eine Ausnahme bildet hier der Ausdruck 72, hier wird zuerst potenziert und danch erst die
Differenz gebildet.

"Die Mittelung der Dichte wird volumensnormiert berechnet und fillt aus diesem Berech-
nungsschema, siche Gleichung (4.8).

12Der kleinere Index wird verwendet, wenn @, < 0 gilt, der gréflere in jedem anderen Fall.
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Differentials.

Dies ist anders bei der Diskretisierung des rdumlichen Differentials, bei der die
Klasse der Gleichung sehr wohl ein Rolle spielt, aus diesem Grund entspricht
der Operator A jeweils einer Differenz an unterschiedlichen Orten, entweder
zwischen zwei Zellréindern (i und 7 + 1) oder zwischen zwei Zellmitten (¢ — 1 und
i+ 3).

Dasselbe gilt fiir Mittelungen von Variablen X: In skalaren Gleichungen miissen
Variablen, die am Zellrand definiert sind, gemittelt werden, um sie sozusagen in
eine skalare Grofle umwandeln zu konnen, Entsprechendes gilt selbstverstdndlich
umgekehrt. Es ist ebenfalls geboten, die Advektionsterme X entsprechend ihrer
Gleichungsklasse zu diskretisieren, der verwendete Gitterindex wird upstream
(Stréomungsrichtung entscheidet) genommen und héngt von der Relativgeschwin-
digkeit zwischen Gas und Gitter ab und wird durch einen Schalter indiziert.
Es kommt ein einfaches donor-cell-Advektionsschema erster Ordnung zur
Anwendung, um zu garantieren, dass immer nur Gréflen stromaufwirts in eine
Zelle advektiert werden.

Die Operatoren A, X und X bedingen eine Verschiebung der Klasseneigen-
schaften. Wird die Differenz eines Skalars ermittelt, ist das Ergebnis ein Vektor
und umgekehrt. Es ist daher bei den Gleichungen darauf zu achten, dass nach
Anwendung aller Operatoren die Variablen von gleicher Klasse sind. Es kommt
vor, dass mehrere Operatoren hintereinander auf eine Variable angewendet wer-
den, hier ist besondere Genauigkeit gefragt, wann und wie oft die Variable ihre
Klasse veréndert.

Oben beschriebene Operatorbeziehungen sind in den Abbildungen (4.3), (4.4),
(4.5), (4.6) und (4.7) graphisch veranschaulicht.

Abbildung 4.3: Operator zur Berechnung zeitlicher Differenzen AX

zeitliche Verschiebung
—

4
®
\ 4

NEU ® r.ALT

NEU ALT
i fi-1 i-1

Die Differenz zwischen neuen und alten Werten zwischen den Gitterindizes ¢ und i+ 1 entspricht
dem zeitlichen Differential.
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Abbildung 4.4: Operator zur Berechnung riumlicher Differenzen X

pi+1/2 3—1/2
< ? 3 o ® o @
Mir1 fi+1/2 i fi-1/2 fi1
M1 m;

Das rdumliche Differential entspricht je nach Gleichungsklasse einer Differenz zischen den Git-
terindizes ¢ und ¢ 4+ 1 oder ¢ — § und i + 3.

Abbildung 4.5: Operator zur Berechnung von rdumlichen Mitteln

pi+1/2 3—1/2
< 7 o ® o !
Mir1 fi+1/2 i fi-1/2 fi1
E / "
Mir1/2

Ré#umliche Mittel miissen berechnet werden, um skalare Gréfien auf vektorielles Gleichungsni-
veaw zu bringen und vice versa.

4.2.2 Volumens- und Oberflaichenterme

Zur Diskretisierung der Volumselemente dV' muss man wieder zuerst die Klas-
se der Gleichung betrachten. Fiir eine skalare Gleichung gilt der Zusammenhang

Vs = Tk, - ) (4.1
Dieser Zusammenhang ist graphisch in Abblidung (4.8) gezeigt. Das skalare
Volumen Vg ergibt sich durch eine Differenz zwischen den Gitterpunkten ¢ — 1
und ¢ und lebt daher in der Zellmitte auf dem Index ¢ — %
Das vektorielle Volumen Vi am Gitterindex ¢ wird durch Mittelbildung
zweier skalarer Volumina Vs berechnet (siehe auch Abbildung (4.9):
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Abbildung 4.6: Advektion in einer skalaren Zelle

: Y O O O e
2 Mi+3r2 fier  Tiwar2 i li-12 Fi-1

Abbildung 4.7: Advektion in einer vektoriellen Zelle

Vieae i s Vi-12
. ‘/é\A ; ; .
M1 Y i Y fig

W o= %ﬁ(?‘f_; ~Tiy) =
- %[%(r?_l +7]) — %(7“;?’ +ri)] =
= 4%%(7‘?_1-%7'?—7“3—7'34-1):
B 4%(7“?—1 - T?—FI) (42

Nach diesen Definitionen kénnen folgende fiinf Diskretisierungsregeln definiert
werden, mit denen die Volumens- und Oberflichenintegrale, sowie die Differen-
zenterme der SHD-Gleichungen einfach diskretisiert werden kénnen.
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Abbildung 4.8: Berechnungsvorschrift fiir Vg - das skalare Volumen

V12 Vi—31/2 ,
43 (3-13)) awr 37 19 )
< o o L 4
r r f r li-1
i+1 i+1/2 [ i-1/2

Abbildung 4.9: Berechnungsvorschrift fiir Vy, - das vektorielle Volumen

Vir1s2 ,xvi - Vicar

~.
-~ ~<
- ~.
- ~.
- ~<

Vv wird durch Mittelbildung der skalaren Volumina links und rechts vom gewiinschten Index
berechnet.

Diskretisierungsregel 1

0 Y
= Xgd —X 4.
iy T .

Diskretisierungsregel 2

0 d
= XydV —X 44
T .
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Diskretisierungsregel 3

XiyadV — AnAT? X dye) (4.5)
AV (t)

Diskretisierungsregel 4

- 1
/ V.XdV = / —ZQ( 2X)dV =
70 vy 20
o, , 1 9 AT 4
= —(r*XH)dV — 3=A0rX)—r° =
/V(t)?)ar?’(r )dv 37«3 (r°X) 3"
= 47A(r’X) (4.6)

Diskretisierungsregel 5

/ VXdV —s 4ar’AX (4.7)
V()

Da bei der Diskretisierung der SHD-Gleichungen sehr viele Indizes vorkom-

men,

kann es leicht passieren, dass man den einen oder anderen vergisst oder

verwechselt. Aus diesem Grund wird hier eine neue Form der Beschreibung der
diskretisierten SHD-Gleichungen vorgestellt, um den genannten Problemen aus
dem Weg zu gehen. Aus diesemn Grund miissen einige weitere Regeln festgelegt
werden, damit die Diskretisierung konsistent durchgefiihrt werden kann. Dabei
ist auf Folgendes bei der Diskretisierung der SHD-Gleichungen zu achten:

Differenzen werden immer nach dem Schema auflen - innen gebildet und
héngen von der Klasse der Gleichung ab.

Skalare Gleichungen leben auf halbzahligen Indizes'?, das heifit der mafige-
bende Gitterindex liegt bei 7 + %

Vektorielle Gleichungen leben auf ganzzahligen Indizes, der Hauptindex
liegt bei 1.

Dementsprechend liegen die Rinder einer skalaren Zelle auf ganzzahligen
Indizes,

13Da es in FORTRAN keine halbzahligen Indizes gibt, werden die halbzahligen Indizes auf

1

ganzzahligen abgespeichert, und zwar um einen Halbschritt tiefer ¢ 4+  wird zu i und i — 1 zu

1 —1.

2
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e und die Rinder einer vektoriellen Zelle auf halbzahligen Indizes.

e Mittelungen miissen entsprechend der Klasse der Gleichung durchgefiihrt
werden.

Eine letzte notwendige Grofe ist die vektorielle Dichte. Da die Dichte eine
skalare Grofle ist, muss sie gemittelt werden, um einen Dichtewert am Zellrand
zu erhalten. Die Dichte wird laut [14] volumensgemittelt berechnet, um Masse-
nerhaltung fiir Vs und Vy, zu gewéhrleisten:

piVv = %(PH;VS,H; + pi—%VS,i—%)
. 3Py Veirs +Pi1Vsu 1) _
Pi = v, =
. %[pz‘-ké%r(ﬁ — i)+ pi—%%r(rg—l - Tf)} _
B %T(T?—l - T§+1) a
B %r [:Oi—k%(r? — i)+ Pi-1 ey — 7"13)} B
= — —

F(Tzel - 7"23+1)
3

Pz‘+§(r? — i) + pz‘f%(ril —7;)

5 = (4.8)
(ri, — 7"?+1)
Zum Schluss sei noch die Diskretisierung des Termes
2 ~ 2 Lo sy~
Ot 77 Uperi pi — (0L 75 u; — gé(rz)] Di (4.9)

laut [14] angegeben.

Betrachtet man nun die diskretisierten Gleichungen und die fiir die Bere-
chung verwendeten Gitterpunkte erkennt man, dass im Fall der hier verwendeten
SHD-Gleichungen folgende Stiitzstellen vorkommen: ¢ — 2, 7 — 1, 4, 7 + 1 und
i + 2 (oder einer Verschiebung um einen Halbschritt nach rechts). Das Set der
zur Diskretisierung verwendeten Gitterpunkte nennt man Stempel (englisch
stencil), im hier gezeigten Fall ist es ein Fiinferstempel.

Um den Vorgang der Diskretisierung zu veranschaulichen und die Komplexitit
der am Ende der Ableitungen stehenden Gleichungen anschaulich zu machen,
sei hier exemplarisch je eine vektorielle und eine skalare Gleichung vollstindig
diskretisiert angeschrieben.

Die Vorgehensweise gliedert sich in vier Schritte:
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1. Ausgangspunkt ist die Gleichung in Integralform

2. Diskretisierung laut der in diesem Abschnitt vorgestellten Regeln (neue
Kompaktschreibweise ohne Indizes)

3. Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor &t

4. Einsetzen aller Variablen mit zugehorigen Indizes

4.3 Diskretisierung einer vektoriellen Gleichung
- Bewegungsgleichunggleichung

Bei der Bewegungsgleichung handelt es sich um eine vektorielle Gleichung,
weil sie die Geschwindigkeit u beschreibt, die am Zellrand definiert ist. Skalare
Groflen miissen also gemittelt werden, damit sie in das Schema dieser Gleichung
passen. Auf die besondere Art der Dichtemittelung sei noch ein Mal hinge-
wiesen (siehe Gleichung (4.8)). Grofle Vorsicht ist bei der Diskretisierung der
Advektionsterme geboten, da diese Teile der Gleichungen im Allgemeinen am
fehleranfélligsten bei der Diskretisierung sind. Desweiteren ist auf die Verschach-
telung der Operatoren zu achten, da dies die Komplexitét der Terme noch erhoht.

Ausgangspunkt ist die Integralform der Bewegungsgleichung:

0 -
— / pudV + / Pl dA + VPV +
ot Jyu oV (t) v (t)
Gpm 4T = .
+ —dV - — prHAV — tUodV = 0
ve T ¢ Jv) V()

Danach erfolgt die Diskretisierung

Diskretisierung o

g(uﬁVv) + 4nA((pu) r2uredl) + 4nr’(AP) +
Gm 47 o
FﬁVV — ?%HﬁVV + UQVV = O,

sowie die Mulitplikation mit ¢ und man erhilt die Gleichung diskretisiert in der
neuen kompakten Schreibweise:

MUPRBn IO 5w p Vi) + AmA((pu) 2 urst) + 4mr?(AP)SE +
" ~ / . ~ -
A B C
G A T Au u
S - g s Fafuern(3e- D) -
D E F
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Um nun auf die Diskretisierung mittels Indizes zu gelangen, miissen nur die
zuvor abgeleiteten Variablen eingesetzt werden. Da es sich um eine Vektorglei-
chung handelt, wird das vektorielle Volumen Vj eingesetzt und alle skalaren
Gréflen gemittelt. Die Gleichung lebt auf dem Index ¢, deswegen miissen alle
Mittelungen sich auf diesen Index beziehen. Der Operator A im Advektionsterm
wird wie folgt diskretisiert: Mittelwertbildung auf den Index 7 — % iiber 7 und
1 — 1 der einen Komponente der Differenz und Mittelwertbildung auf ¢ + % fiir
die andere Komponente, damit bei der Differenzbildung durch das diskretisierte
rdumliche Differential wieder auf den Index i gelangt wird. Die Schalter « fiir
die Advektion sind ebenfalls mit einem Index versehen, der dem Charakter der
Gleichung entspricht.

Die einzelnen Terme sind in obiger Gleichung mit den Bezeichnungen A bis
F versehen und anschlieflend einzeln in diskretiserte Form angeschrieben:

Ter_rn>A ([u Pitl (r - T§+1) + pz——(,r?—l - 7'?) 47
' (7'2371 - 7’?+1) 6

[ Pt (r} = 1in) + pic
Ui

w
—
)
=
TQJ

—
~—
—
3
9]
<
=
—~
=
T'w
—
~—
—~
g
~
=
—
N———
1
*

( a)l)zé(r?1 —T?)erifg(ﬁ -r l)u n
Z rig—17) o
1 2 1 3\ (neu) 3\ (alt) 2
+5 | (@arot) = S {0 = D)) + (wirnr?iot) —
1 3 \(neu) 3 \(alt)
St — @i ye]) |
Piti (1] = ri) + Pz——(rg’—l —77)
* | Qg1 3 Ui +
(riy — i)
(1 )pi+§(7“§+1 — ) + Pz‘+%(T%3 — ) n
— U;
o (r} —rls) o
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3 3 3 3
TermE 471 P¢+_l(7"z' - 7"1'+1) + pif_l(rifl —13) 4
erm . E(I{R,i*% — K;R,H-%)Hi 2 2 3

Term F 8T 1 3 3 Ui—1 — Uy

NI

(Uz’—l_ui)>] B

(ric1 —13)

=)l

(ri = Tiy1)

4.4 Diskretisierung einer skalaren Gleichung -
Energiegleichung

U — Uj41

1 3 3
'UQ,Z"F%/OZ""%E(TZ. + Ti+1)5t(7”i — Tit1 -

eI

Bei der Energiegleichung handelt es sich um eine skalare Gleichung wie auch
die innere Energie e eine skalare Variable bezeichnet. Die Gleichung lebt auf
den halbzahligen Index 7 + 3, alle vektoriellen Grofien miissen auf diesen Index
hin gemittelt werden. Wiederum ist auch hier besonderes Augenmerk auf den
Advektionsterm zu richten, der hier aber um einiges unkomplizierter ist, als in
der Bewegungsgleichung. Die Schlter fiir den Advektionsterm haben wiederum

dem der Gleichung entsprechen halbzahligen Index.
Noch ein Mal sei darauf hingewiesen, dass alle halbzahligen Indizes in der
Speicherung des FORTRAN-Codes auf ganzahlige (und zwar um einen Halb-

schritt tieferen) Indizes abgespeichert werden. p;, 1 wird auf p; abgespeichert.

Wiederum wird von der Integralform ausgegangen

9 / pedV + / pell,qdA + / PV -a@dV +
ot Jv av(b) V()

+47r/ p&R(J—S)dV—/ Pl€nuc +€9)dV = 0
v (t) V()
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und die ensprechenden Diskretisierungsregeln angewendet.

Diskretisierung 0
—

&peVS + 4w A((pe) r*u™) + dn PA(r’u) +
Apkr(J — S)Vs — plenuc +€g)Vs = 0

und man gelagt zur Kompaktschreibweise der Energiegleichung:

Multiplikation mit ot §(peVs) + 4nA((pe) r2 ust) + 47rPA(r2u) +
—_——— - i N ~ /,
A B
Au ﬂ 2
47Tp/-€R(J S)Vsét — —,quVsét(A— — %) 0
D

Im skalaren Fall wird nun Vg fiir das Volumen eingesetzt. Wieder sind die

einzelnen Terme der Gleichung mit A bis E beschriftet und die Diskretisierung
sieht wie folgt aus:

Term A

4 4
|:Ioz+% ei+%?(r’? - T?—Fl)(nCU) - pz—|—2 'L—|—2 3 (7.13 - T?+1)(alt) +

rrn 1

1
[qurfﬂét - g(rf’ﬂ)(”e”) - (T?+1)(alt)} [ Qi3piy3€43 + (1 — a3 )pz+2 i+l } } +

Term C

+4n P, (7“Z2uZ — 17 Uiy ) St +

rm D 4m
= +47“€i+%pz'+%(‘]i+% - Si+§)?(r? - T?Jrl)(st_

TermE 2 dm 3 3 Uj—1 — Uy
+ 3,UQ i+ 1Pyl 573 — (7; Ti+1)5t<r:_l — 7“; -

I

(Uz‘ - Uz‘+1)> ’
(Ti - 7“¢+1)
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4.5 diskretisierte SHD-Gleichungen

Das System der SHD-Gleichungen in diskretisierter Form schlieft das
Kapitel iiber Diskretisierung ab. Alle Gleichungen sind nach den abgeleiteten
Regeln bearbeitet worden und in Kompaktschreibweise nach der Multiplikation
mit 0t angegeben. Im Gegensatz bis zur dato iiblichen Schreibweise sind die
Gleichungen nicht durch 47 dividiert worden. Dieselben Gleichungen finden
sich zusammengefasst auf Seite 7?7 im Anhang.

Kontinuitétsgleichung:

§(pVs) +4ATA(priust) = 0 (4.10)
Bewegungsgleichung:
_ N5 9 Gm _
d(up V) + 4nA((pu) r2u,dt) + 4nr?(AP)dt + T—Zvaét —
dr 27 s (Au T
—FRHP Vot + gA{,LLQpT‘ 5t(A—r . %)} = 0(4.11)
Energiegleichung:

S(peVs) + 4nA((pe) r? uydt) + 4rP A(r?u)dt  +

2 Au w2
+amr p(J = S)Vsdt +—Zpg pVS(St(A—T - %) =0 (4.12)
Poissongleichung:
Am = pVg (4.13)

0. Moment der Strahlungstransportgleichung:
1 4 ~ 4
~3(J Vs) + g(sm(ﬂ WJ) + AnStA(rP H) + %&K A(r? u) —
1 _
+St(3K ~ J)%VS + kppdt(J —S)Vs = 0 (4.14)

1. Moment der Strahlungstransportgleichung:
3K —J

1 ir
“O(HVY) + %&A(r?Hu“ﬂ) + 4?6t AK 4+ Gt Vi +

4 _
+ L5t HAGT) + RrotHpVy = 0 (4.15)
C
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Kapitel 5

Losung des SHD-Systems

In diesem Kapitel werden grundlegende Eigenschaften der Jacobi-Matrix, so-
wie das Losen des SHD-Gleichungssystems besprochen. Eine gute Einfiihrung in
das Thema nummerisches Losen von Gleichungssystemen liefern [53] und [54], ein
umfassendes Bild auf hohem Niveau geben [17] und [69].

5.1 Allgemeines

Um nun das SHD-Gleichungssystem, bei dem es sich um ein System impli-
ziter, nichtlinearer, partieller, diskretisierter Differentialgleichung handelt, 16sen
zu konnen, verwendet man das iterative Newton-Raphson-Verfahren. In diesem
Verfahren muss die sogennante Jacobi-Matrix (siehe [18]) erstellt werden. Bei
dieser Matrix handelt es sich um die Funktional-Matrix, das bedeutet, dass die
Koeffizienten der Matrix die Ableitungen aller Gleichungen des Systems nach
allen Variablen des Systems reprisentieren.

Auf Grund des diskreten Differenzenschemas besitzt die Jacobi-Matrix eine
besondere Struktur mit einer hohen Anzahl von Null-Eintrégen (sieche Abschnitt
5.3.1).

Ein weiterer Schritt des Losungsverfahrens beinhaltet die Invertierung der
Jacobi-Matrix. Der dabei auftretende Rechenaufwand ist betréichtlich, dariiber-
hinaus ist die Inversion einer Matrix mit vielen Eintrdgen gleich Null eine
besondere Herausforderung an die verwendete Nummerik.

5.2 Losungsverfahren

In diesem Abschnitt wird das Verfahren, mit dem man das diskretisierte
SHD-Gleichungssystem losen kann, nidher beschrieben.
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Definiert man alle unbekannten Variablen X am Gitterpunkt 7 zum Zeitpunkt
k durch

X=X}F= (X{iz., o X]’f/[’i) = (pf ub eb JE ), (5.1)

177 Y1)

kann das System der nichtlinearen Differentialgleichungen wie folgt ange-
schrieben werden:

G ({X:)) =0 (5.2)

mit m von 1 bis M. Dieses System ist hoch nichtlinear und enthilt M

Gleichungen und N Gitterpunkte, was einer Anzahl von M x N Unbekannten
entspricht. Grundsétzlich kann so ein Gleichungssystem explizit oder implzit
gelost werden, abhiingig davon, wie die Groflen zum neuen Zeitpunkt (n + 1)
berechnet werden. Bei einem expliziten Verfahren werden die Werte zum neuen
Zeitpunkt durch Vorwirtsextrapolation mit dem Zeitschritt ¢ aus den Werten
zum alten Zeitpunkt errechnet. Dieser Zeitschritt ist allerdings nicht beliebig
wihlbar, sondern wird durch die CFL-Bedingung (siehe [9]) limitiert. Diese
Beschrinkung von 4t ist der entscheidente Nachteil von expliziten Losungsver-
fahren.
Bei einem impliziten Verfahren wird bei der Berechnung der Werte zum
neuen Zeitpunkt bereits eben diese verwendet. Das dadurch entstandene
nichtlineare, gekoppelte, algebraische Gleichungssystem der Unbekannten zum
neuen Zeitpunkt ldsst sich nur durch ein Ndherungsverfahren berechnen. Ein
solches System muss iterativ geldst werden, was mittels des Newton-Raphson-
Verfahrens (die eindimensionale Entsprechung ist in [45] beschrieben, die
graphische Entsprchung ist in Abb. 5.1 dargestellt) geschieht. Der Zeitschritt 6t
ist nur mehr von der Konvergenz des Verfahrens abhéngig und nicht mehr durch
die CFL-Bedingung beschrinkt, was hohere Zeitschritte ermoglicht. Findet
das Verfahren keine Nullstelle, wird der Zeitschritt so lange verkleinert, bis
Konvergenz eintritt.

Das Newton-Raphson-Verfahren wird wie folgt durchgefiihrt. Zuerst wird eine
Taylorreihenentwicklung um den neuen Zeitpunkt X+1) durchgefiihrt

oG

(i+1)y — (4
GXE) = GXO) + =

(XD — x®) =0, (5.3)

wobei eben davon ausgegangen wird, dass X"*! bereits eine Losung des
Systems darstellt.

Setzt man nun beispielsweise G(X+1)) gleich Null und fiihrt die Ersetzung

o1



Abbildung 5.1: graphische Darstellung des eindimensionalen Newton-Verfahrens

£

K2} (kH1) x (K

Das Newton-Raphson-Verfahren ist ein Losungsverfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme,
das hier dargestellte Newton-Verfahren ist die eindimensionale Entsprechung. z(*) entspricht
dem Startwert und z* dem Fixpunkt, der Nullstelle.

§X = XD — xX® (5.4)

durch, gelangt man zu

. 0G
_ (i &
0 = GXO)+ 570X
. 0G
_q(x = 99
GXD) = 50X
dG -1 .
- (& (i
§X (aX) G(X®), (5.5)

-1
wobei (g—g) fiir die inverse Jacobi-Matrix steht. Wird Gleichung (5.4) in

umgekehrter Richtung angewandt, ergibt sich

oG

X+ _x0) — _(_
0X

) exo), (5.6)

und daraus die Losung zum neuen Zeitpunkt durch

oG

X+ — X(z‘)_<
0X

)1 G(XD). (5.7)

Das Newton-Raphson-Verfahren wird, wie alle iterativen Verfahren, so
lange durchgefiihrt, bis eine Abbruchbedingung erreicht wird. Fiir genauere
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Information zu dieser Abbruchbedingung siehe [16].

-1
Die zwei Knackpunkte in diesem Verfahren ist die Aufstellung von (g—g) ,

der Jacobi-Matrix und die Inversion derselben, die durch eine Gauss-Elimination
durchgefiihrt wird.

5.3 Jacobi-Matrix

Die Jacobi-Matrix ist eine der speziellsten Matrizen, die in der Nummerik
Verwendung finden. In ihr sind als Eintrége die Ableitungen aller Gleichungen
nach allen Variablen eingetragen, aus diesem Grund ergibt sich eine besondere
Struktur der Matrixelemente.

5.3.1 besondere Form der Jacobimatrix

Je nach betrachtetem Problem ist die Struktur der Matrix unterschiedlich
(siehe Abb. 5.2). Die besondere Form der Jacobi-Matrix der SHD geht auf die
Berechnungen der Ableitungen (beziehungsweise auf das dazu verwendeten Diffe-
renzenschema) zuriick. Zur Berechnung einer Ableitung am Gitterindex i werden
die benachbarten Gitterpunkte ¢ — 2, # — 1, 4 + 1 und ¢ + 2 verwendet, das be-
deutet, man braucht bis zu fiinf Punkte, um eine korrekte Ableitung berechnen
zu konnen (Verwendung eines Fiinf-Punkt-Stempels). Diese Voraussetzung hat
selbstverstindlich Einfluss auf die Eintrdge in der Jacobi-Matrix. Die so nun
entstehende Struktur in der Matrix entspricht der einer pentadiagonalen Band-
matrix mit maximal fiinf Eintrdgen in jeder Spalte oder Zeile. Das bedeutet,
dass man fiir jeden Gitterindex i je ein Zeile (also N Zeilen) mit fiinf (M x M)-
Untermatrizen erhilt (siehe Abbildung 5.3). Der Grofiteil der Eintrige in der
Jacobi-Matrix sind allesamt Nullen. Auf Grund der grofien Anzahl der Gitter-
punkte und der vielen Nullen spricht man von schwach besetzten Matrizen
(sparse matrices).

0 6Gm,i aGm,i aGm,i aGm,i aGm,i
OTm,i—2  O0FTm,i-1  O0Tm; OTmit1 OTm,it2

mit einer der fiinf Untermatrizen
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Abbildung 5.2: besondere Matrizen

{

Elmher

block tRangular

doubhy barderad
block diagonal

singly bord ered
band diagonal

jather

....................

: singhy bord ered
JI:nll:uc:ktriangular

Weifle Flichen innerhalb der Matrizen bezeichnen Nullen, grau unterlegte Flichen bezeich-
nen Eintrige ungleich Null, die deutschen Namen kénnen direkt aus den englischen abgeleitet

werden (aus [17]).

Abbildung 5.3: Struktur der Jacobi-Matrix

MxM—-Matrix

Diese Skizze stellt die spezielle Blockform der Jacobi-Matrix dar. M entspricht der Anzahl der

Gleichungen beziehugsweise Unbekannten.
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0G1; 0G1; 0G1,
Ox1,; Ox2; Ox3;

aGm,i 0Gy; 0Gy; 0Ga; -3 5.9
ox1,; 0xa,; 0x3,; T — Mii- ( . )

Mit dieser Abkiirzung und Gleichung (5.4)

6Xi = (X[ - X9, x5 - X (510

lasst sich das Gleichungssystem (5.3) als

Sii20Xi 90+ S5 10X, 1+ 50X, + (5.11)
855416 Xi1 + Siip20 X1 = —G(XP) (5.12)

schreiben, wobei die S-Terme fiir (M x M)-Matrizen und die X fiir M-
Vektoren stehen.
Nach dem Einbeziehen der Randwerte, lédsst sich die Jacobi-Matrix invertieren
und man erhélt eine obere Dreiecks-Matrix in der Form

5Xz = UiéXi—f—l + ‘/;'6Xi+2 + wy, (513)

wo nach dem Vorwirtseinsetzen folgende Ausdriicke auftreten.

Yi = ([Sii—2Ui—a+ Siiz1)Uiz1 + Sii—2Viea + Sz’,i)_l (5.14)
Ui = Y[[Sii2Ui2+ Sii-1])Vie1 + Siit] (5.15)
Vi = YiSiito (5.16)
w = Yi[- G(Xi(k)) — [Sii—2Ui—a + Sii1]wi_1 — Sii—owi_s). (5.17)

Die obere Dreiecksform kommt durch die Invertierung der (M x M )-Matrizen
in jeder Zeile zustande. Mit 7 = 1 beginnend, lassen sich die Werte fiir Y;, U;, V;
und w; berechnen. Dies wird solange durchgefiihrt bis ¢ = N erreicht ist. Danach
wird die Riickeinsetzung durchgefiihrt und alle Werte 60X berechnet um zu der
Losung der physikalischen Unbekannten X zu gelangen.

Tritt der Fall ein, dass das Losungsverfahren kein Ergbnis liefert, kann dies
aus zwei Griinden passieren. Entweder schligt das Newton-Raphson-Verfahren
fehl, weil es nicht konvergiert, oder die Jacobi-Matrix ist so schlecht konditioniert,
dass die Invertierung fehlschlégt.
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Kapitel 6

MATHEMATICA-Notebook

Aus dem Bereich der symbolischen Mathematik Softwarepackages ist das Pro-
dukt MATHEMATICA' ausgewihlt worden, um die Berechung der Ableitung
durchzufiihren. Die Entscheidung fiir dieses Produkt erfolgte, auf Grund von Er-
fahrung in der Arbeit mit dieser Software im Rahmen #dhnlicher Berechungen in
der Konvektionstheorie und der leichten und kostengiinstigen Verfiigbarkeit iiber
den Zentralen Informatikdienst der Universitit Wien.

Einfiihrungen in MATHEMATICA, sowie Kurse zum Gebrauch, als auch Biicher
zu einzelnen mathematischen Aspekten sind in grofler Zahl in Bibliotheken vor-
handen, oder aus dem Internet zu beziehen. Verweisen mdochte ich hier auf das
umfangreiche, alle Details behandelnde Handbuch zu MATHEMATICA (siehe [62]).
Brauchbare Einfiihrungen sind unter [4], [26], [27], [43], [44], [55] und [56] gege-
ben.

Besonders hilfreich war [1], wo der Umgang mit Differentialgleichungen mit MA-
THEMATICA beschrieben ist, sowie [35] als iiberschaubare Anleitung zum Pro-
grammieren in MATHEMATICA. Eine generelle Einfiihrung in das Programmieren
mit symbolischer Mathematik-Software bietet [49].

Das Internet bietet dariiberhinaus eine Fiille von Seiten, die vom Vertreiber von
MATHEMATICA, Wolfram, unterstiitzt werden, darunter sind die Homepage
([63]), das Forum ([64]), in welchem iiber aktuelle Probleme diskutiert werden
kann, sowie die Dokumentationen ([65], [66] und [67]) zu den unterschiedlichen
Versionen von MATHEMATICA.

Neben der Literatur iiber die Verwendung und den Aufbau von MATHEMATICA,
finden sich auch Codes von Programmierern, die den Quellcode von MATHEMA-
TICA so verdndert oder erweitert haben, um spezielle mathematische, numerische
oder logistische Probleme l6sen zu koénnen (siehe [46] und [47]). Als Quelle fiir
die Losung aktueller Probleme und einzelner Programme dient das Forum der
deutschsprachigen MATHEMATICA-User unter [12]. Dariiberhinaus gibt es eine
grofle Anzahl von Vorlesungen an Universitdten iiber das Thema MATHEMATICA,

14Tn MATHEMATICA werden die Files Notebooks genannt.
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da diese Software vermehrt im technisch-naturwissenschaftlichen Bereich verwen-
det wird (siehe [32]). Als letztes wire noch die eingebaute Hilfedatei genannt,
die duflerst iibersichtlich, mit sehr vielen Beispielen versehen, die Funktionsweise
von MATHEMATICA beschreibt.

6.1 Vorgehensweise

Ziel der Verwendung von MATHEMATICA war es, die in der Jacobi-Matrix der
diskretisierten Gleichungen auftretenden Ableitungen automatisch zu generieren.
Dies sollte so konstruiert sein, dass die Eingabe einfach und unkompliziert ge-
handhabt werden kann und dass die Ausgabe in einer Form erfolgt, die so wenig
wie moglich héndischer Bearbeitung bedarf. Die Struktur der Ableitungen soll-
te so kurz und so leserlich wie moglich sein. Die einzelnen in den Ableitungen
vorkommenden Terme sollen so weit wie moglich physikalische Entsprechungen
besitzen und dadurch als grundlegende Groflien der SHD-Gleichungen identifiziert
werden konnen.

Es werden sogenannte priméire Variablen eingefiihrt, die den Basisvariablen
der SHD-Gleichungen entsprechen, das sind im rein hydrodynamischen Fall

e der Radius r;

die Masse m;

die Dichte p; 1

die Gasgeschwindigkeit u;
e die spezifische innere Energie e, 1
durch die Strahlung kommen noch

e das nullte Moment der Strahlungstransportgleichung (= Strahlungsenergie-
dichte) J,

it
e das erste Moment der Strahlungstransportgleichung (= Strahlungsfluss) H;

hinzu.

Es werden alle Ableitungen nach jeder der oben genannten Variablen berech-
net. Dariiberhinaus sind noch sekundire Variablen eingefiihrt, die physikali-
schen Entsprechungen besitzen, wie zum Beispiel die in der Diskretisierung ver-
wendeten Volumina Vs und Vy,. Diese sind logischerweise aus priméiren Variablen
aufgebaut. Dariiberhinaus besteht die Moglichkeit, Variablen noch héherer Klas-
se zu definieren und in das Notebook einzubauen. Je komplexer die Gleichungen
werden, desto ratsamer ist es zusétzliche (Hilfs-)Variablen zu definieren, um die
Gleichungen und Ableitungen iibersichtlich und leserlich zu halten. Dies ist im
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eindimensionalen Fall méglich und auch gewiinscht.

Bei Vergroflerung der Anzahl der priméren Variablen und Ausbau der Terme
(besonders im zweidimensionalen Fall) ist es ratsamer, die Einfachheit der Terme
auf Kosten der (physikalischen) Lesbarkeit in Kauf zu nehmen.

Eine weitere Forderung an das Notebook war, dass die Eingabe ohne grofien
Aufwand erfolgen kann und, was noch wichtiger ist, die Ausgabe der Ableitun-
gen in einer Form erfolgt, dass sie ohne (gréflere) Nachbearbeitung direkt in
den WSHDC eingebaut werden konnen. Dies geschieht durch den Output als
FORTRAN-Subroutinen, die einfach in den Quellcode des WSHDC gelinkt wer-
den.

6.2 Eigenschaften von MATHEMATICA

In diesem Abschnitt wird auf die im Ableitungs-Notebook verwendeten
MATHEMATICA-Features eingegangen und die dahinterstehenden Prinzipen er-
klart.

Die zwei grundlegen Notwendigkeiten im Berechnungsvorgang ist die Fahig-
keit der Software, zur Erstellung der Ableitungen und das Ersetzen ausgew#hl-
te Terme. Diese beiden Fahigkeiten sind Basiseigenschaften von symbolischer
Mathematik-Software, also natiirlich auch von MATHEMATICA. Diese Féhigkei-
ten bediirfen allerdings einiger Modifikationen, um den geforderten Anspriichen
geniige zu tun. Neben diesen Eigenschaften verfiigt Mathematik die Fahigkeit,
generierten Code in FORTRAN-Code umzuwandeln. Da dies aber nur in den
FORTRANT77-Standard moglich ist, der WSHDC aber in FORTRAN90/95 pro-
grammiert ist, miissen einige Korrekturen angebracht werden, um diesen Output
verwenden zu kénnen.

Leider ist es in MATHEMATICA nicht moglich, Variablen in Indexschreibweise zu
definieren, aus diesem Grund miissen die Variablen so geschrieben werden, dass
ihr Name auf den Index hinweist. Der Radius an der Stiitzstelle i, r; wird als
x1lmr geschrieben. Das x gibt an, dass es sich um eine primére Variablen han-
delt, 1 bezeichnet den Stiitzstellenindex i (aus sentimentalen Griinden wurde die
Notation aus dem WSHDC iibernommen), mr bezeichnte den Radius (auch diese
Art der Bezeichnung stammt aus dem Quellcode). Die konsistente Bezeichnung
aus dem WSHDC (X(L,MR)) fiir die Variable Radius an der Stiitzstelle [, (also
i) lieB sich nicht in MATHEMATICA iibernehmen, da es Variablenbezeichnungen
mit Klammern oder Rechenzeichen (X(L-1,MR)) wire auch nicht erlaubt) nicht
zuldsst. Die Definition der Variablen ist in Tabelle (6.1) angeschrieben.

5Die Bezeichnung xa signalisiert, dass der Wert der Variablen zum alten Zeitpunkt genom-
men werden muss. Jede Variable hat natiirlich eine Entsprechung zum alten Zeitpunkt und
wird in derselben Notation angezeigt.
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Tabelle 6.1: Variablenkonvention des MATHEMATICA-Notebooks

Variable Entsprechung in Indexschreibweise
x1mIImr Ti—2

x1mImr Ti—1

x1mr T4

x1lpImr Tit1

x1pIImr 7542

x1mIIThnd  p;_s

x1mhmd Pi_1

x1mphmd Piy1
x1pIIThmd p,, 3
x1pVhmd Piys

x1mm m;

x1mu U;

x1phme €itl

xalmr rgalt) 15

dvolph Vs

dvoll Vv

vecmd pi=p

murdl?2 Advektionsterm

sadsph Advektionsschalter an Stiitzstellenindex 7 — %
sadv Advektionsschalter an Stiitzstellenindex 7

6.2.1 Gleichungen

Gleichungen kénnen in MATHEMATICA leicht durch das Zeichen = definiert
werden. Links vom Gleichheitszeichen wird die Bezeichnung der Gleichung ge-
schrieben, hier von G[1] bis G[7], was den SHD-Gleichungen entspricht. Die
Entsprechungen sind in unten stehender Liste angefiihrt.

Alle nach dem Gleichheitszeichen geschriebenen Variablen werden der Glei-
chung sozusagen zugeordnet. Eine Besonderheit in MATHEMATICA ist jedoch,
dass alle sekundiren Variablen, die irgendwo im Code definiert werden, wiahrend
der Berechnungen durch primére Variablen ersetzt werden.

Als Beispiel sei hier die Poissongleichung angefiihrt, die wie folgt angeschrieben
wird:

G[2] = (x1lmm — x1pImm) — x1phmd * dvolph (6.1)

Die Gleichung besteht aus den priméiren Variablen x1mm, x1pImm und x1phmd,
sowie aus der sekundéren Variablen dvolph. Diese sekundére Variable, die das
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Tabelle 6.2: Gleichungsbezeichnung innerhalb des Notebooks

Bezeichnung SHD-Entsprechung

G[1] Gittergleichung

G[2] Poissongleichung

G[3] Kontinuitdtsgleichung
G[4] Bewegungsgleichung

G[5] Energiegleichung

G[6] Strahlungsenergieleichung
G[7] Strahlungsflussgleichung

skalare Volumen beschreibt, wird an anderer Stelle durch
4
dvolph = ?ﬁ(xlmr3 — x1pImr?) (6.2)

definiert. Bei der Ableitung der Poissongleichung wird diese sekundére Variable
durch die priméren Variablen ersetzt und nach diesen abgeleitet.

6.2.2 Muster und Blanks

Sogennante Muster werden in MATHEMATICA mit einem := geschrieben. Im
Gegensatz zu normalen Funktionen (mit =) stehen solche Ausdriicke fiir Muster,
die wiederholt angewendet werden kénnen. Ausdriicke mit einem einfachen = wie

f =2x*var (6.3)

ensprechen einer Zuordnung, £ wird einfach mit dem doppelten Wert von var
belegt.

f[var_| := 2 x var (6.4)

steht fiir eine Funktion im mathematischen Sinne. f héngt von var ab. Verdndert
man den Wert des unabhéngigen Teils var, dndert sich der Wert von f natiirlich
auch. Das Zeichen _ wird Blank genannt und bedeutet, dass der Ausdruck var_
fiir jeden beliebigen mathematischen Ausdruck stehen kann und dass es nur ein
einzelner Ausdruck sein darf.
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6.2.3 Ableitungen

Das Herzstiick der gesamten Berechnung ist eine sehr simple MATHEMATICA-
Funktion, ndmlich D[]. D[G[1],x1lmr] bedeutet, dass die erste Gleichung nach
der Variablen x1mr abgeleitet wird. Durch mehrere Schleifenkonstruktionen wird
nun jede Gleichung nach jeder Variablen abgeleitet und in einer Matrix abge-
speichert, der Jacobi-Matrix. Man sieht, dass die eigentliche Hauptaufgabe des
Notebooks, das Ableiten, ein recht einfacher und iibersichtlicher Vorgang ist.

6.2.4 Ersetzungsregeln

Eine weitere Forderung an das Notebook war, dass nach der Berechnung der
Ableitungen, die Méglichkeit gegeben sein sollte, Terme nach Gesichtspunkten der
(physikalischen) Lesbarkeit ersetzen zu kénnen. Das bedeutet, dass bestimmte
Terme in den Ableitungen gesucht, zusammengefasst und ersetzt werden miissen.
Zuvor ist es aber noch notwendig, auf einige Besonderheiten von MATHEMATICA
einzugehen:

MATHEMATICA sortiert die einzelnen Variablen einer Gleichung nach dem
Alphabet und nach aufsteigender Ordnung. Das heifit die Eingabe

a®—c?+a—d (6.5)
wird in
at+a*—-c*—d (6.6)

umgewandelt. Aus diesem Grund kommt es zu uniiblichen Schreibweisen inner-
halb der Ausgabe wie zum Beispiel

—-a-+b (6.7)
anstatt
b—a, (6.8)

da nicht auf das Rechenzeichen, sondern nur auf die Variablennamen geachtet
wird. Nichtsdestotrotz ist MATHEMATICA in der Lage, den Term b-a aus der
Gleichung

—a+a’+b-c?*—d (6.9)
mit test zu

a® —c®> —d+test (6.10)
ersetzen. Dies passiert durch die Ersetzungsregeln, die man wie folgt anschreibt:

x/.(b—a) — test (6.11)
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Dies ist die Ersetzungsregel fiir die obige durchgefiihrte Substitution. Da es
die Moglichkeit gibt sehr viele Substitutionen durchzufiihren, sind diese in der
Funktion change[x ] (siehe Anhang) zusammengefasst.

Ein Problem bei der Ersetzung von Ausdriicken stellt deren Vorzeichen dar.
Die Ersetzungsregel

x/.(b—a) — test (6.12)
fithrt bei dem Ausdruck

at+a’—-b—c*—d (6.13)
nicht zu dem Ergebnis

a®—(b—a)—c*—d, (6.14)

sondern wird ignoriert. Das liegt an folgender Eigenschaft von MATHEMATICA:
Es sind sogenannte Heads definiert, sie geben den Kopf des Ausdruckes wie-
der, sprich den iibergeordneten Zusammenhang des Ausdruckes. Der Head von
5 liefert Integer, derjenige von var symbol, was einer Variablen entspricht. Al-
lerdings liefert der Ausdruck -var nicht den Head -symbol, sondern times. Das
bedeutet, dass die iibergeordnete Operation der Multiplikation (englisch times -
mal nehmen) -1*var die oberste Einheit fiir den Head bildet. Dadurch werden
Variablen mit negativen Vorzeichen nicht ersetzt.

Um Abhilfe zu schaffen wurde das Muster

vor|rule_] := Table[(—1)'rule[[1]] — (—1)*rule[[2]], {i, 1, 2}] (6.15)

definiert, welches das Vorzeichenproblem 16st. Es wird eine kleine Schleife durch-
laufen, bei der zuerst die Ersetzung der Variable und dann dessen negativen
Gegenstiicks versucht wird.

6.2.5 automatische Vereinfachungen

Innerhalb von MATHEMATICA exisitiert der Befehl Simplify[], der versucht,
jeden zugewiesenen Ausdruck auf eine besonders einfache mathematische Form
zu bringen. Diese Prozedur kann unter Umsténden sehr zeitintensiv sein und
zu komplizierteren Ausdriicken als der Ausgangsterm fiihren. Deshalb ist die
Rechenzeit fiir diesen Befehl in den Steuerparamentern begrenzbar. Neben dem
beschriebenen Befehlt existiert noch jener mit dem Namen FullSimplify[], der
weitere, bei Simplify[] nicht verwendete mathematische Vereinfachungsregeln
unterstiitzt. Diese sind aber nicht dem Problem der SHD-Gleichungen angepasst
und werden deshalb nicht verwendet. Die benotogte Rechenzeit liegt auBlerdem
weit iiber der des Befehles Simplify[].
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Ein weiterer Punkt in der Verwendung des Vereinfachungsbefehls ist die Richti-
ge Platzierung innerhalb des Notebooks. Entweder wird vor der Ersetzung der
Hilfsvariablen die Vereinfachung durchgefiihrt oder danach. Aus Tests hat sich
ergeben, dass es zu besseren Ergebnissen kommt, wenn erst nach dem Einsatz der
Ersetzungsregeln die Vereinfachung der Ausdriicke durchgefiihrt wird. Dadurch
ist gewéhrleistet, dass ein Hochstmafl an Ersetzungen innerhalb der Ableitungen
getdtigt wird.

6.2.6 Datenausgabe

Die Datenausgabe ist so strukturiert, dass eine grofitmogliche Anpas-

sung an den WSHDC gegeben ist, der in FORTRAN90/95 programmiert
ist. Zu diesem Zweck ist das Muster fortconst[x_] definiert worden, das
den MATHEMATICA-Output zuerst mittels der Funktion FortranForm[] in
FORTRAN77-Code umwandelt und danach mittels ToString[] in ASCII-Text.
Dadurch ist eine einfache spitere Manipulation durch String-Operationen
moglich. Neben der Ausgabe der Ableitungen in verwertbarer Form, wird
zusdtzlich eine FORTRAN-File-Umgebung erzeugt, die der einer Subroutine
entspricht. Das Notebook verwendet die Notation des WSHDCs, um die
Ableitungen darzustellen. G(MR,L)= entspricht der Gittergleichung am Stiitz-
stellenindex ¢, DG(MR,MR,IP,L)= definiert die Ableitung der Gittergleichung
nach der Variablen r am Stiitzstellenindex ¢ + 1. Fiir eine genaue Beschreibung
der WSHDC-Notation sieche Kommentare innerhalb des Notebooks oder [41].
Neben der Gleichung und aller Ableitungen ungleich Null (die Ausgabe der
Ableitungen die Null ergeben wird unterdriickt, um Zeit und Speicherplatz zu
sparen, im Code werden alle Eintrige in der Jacobi-Matrix zuerst mit Null belegt
und nur alle Eintréige ungleich Null werden iiberschrieben), werden zusétzlich
alle notwendigen FORTRAN-Bezeichnungen eingefiigt, die notwenig sind, damit
das File als Subroutine verwendet werden kann.
Bei der Verwendung des Musters fortconst[x_] wird gleichzeitig die Va-
riablennotation innerhalb des MATHEMATICA-Notebooks (xlmr) in die
FORTRAN-Notation (X(L,MR)) umgewandelt. = Dies geschieht mit dem
MATHEMATICA-Modul SHDNom.m, in dem alle Transformationen gespeichert
sind (Genaueres dazu spiter).

6.2.7 Nachbearbeitung

Trotz aller Manipulationen innerhalb des Notebooks miissen die erzeugten
Files noch einer Nachbearbeitungen unterzogen werden. Zwei im Output vor-
handenen Zeichen kénnen von FORTRAN-Compilern nicht interpretiert werden.
Da die Texte als String ausgegeben werden, sind sie durch ein spezielles Mas-
kierungszeichen begrenzt, welches in MATHEMATICA das Anfiihrungszeichen (”)
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ist. Diese Zeichen miissen aus dem Text geloscht werden. Das zweite Zeichen ist
das Zeilenfortfithrungszeichen, das in MATHEMATICA der verkehrte Schrigstrich
(den meisten als Backslash bekannt) ist, dasjenige in FORTRAN jedoch das Kauf-
mannsund (&). Die Ersetzungen werden nach Durchlaufen des Notebooks mittels
eines Shell-Skripts durchgefiihrt.

6.3 Struktur

Notebooks sind in Zellen unterteilt, die durch Klammern am rechten Rand
gekennzeichnet sind. Diese Zellen bilden Untereinheiten und koénnen entweder
editierbar oder gesperrt sein. Vorzugsweise sind sie so gestaltet, dass Teile, die
der User unter keinen Umsténden verdndern soll, gesperrt sind. Im Fall des hier
vorgestellten Notebooks sind nur die Zellen editierbar, in denen die Gleichungen
oder Hilfsvariablen eingegeben werden sollen. Folgende Farbkonventionen gelten
innerhalb des Notebooks:

e editierbare Zellen - grau unterlegt und schwarz gerahmt
e nicht editierbare Zellen - weifl mit schwarzem Text

e blauer Text - Kommentar

e gelb unterlegter Text - Anweisungen zur Eingabe

Am Anfang des Notebooks steht der zeitliche Verlauf der Entwicklung
und erste Kommentare zur Verwendung. Danach konnen die Steuerparameter
eingegeben werden, die im néichsten Abschnitt erklirt sind. Darauf erfolgt
die Uberpriifung der Eingaben, die Bestiitigung wird innerhalb des Notebooks
ausgegeben, um bei eine Fehleingabe die Berechnung unterbrechen zu konnen,
und das Logfile im Ausgabeverzeichnis erstellt.

Darunter sind alle priméren Variablen innerhalb einer Liste definiert, die fiir das
ausgewihlte Problem kennzeichnend sind (5 Variablen im Hydrodynamikfall,
7 bei gesamter SHD). Nach dieser Definition kann der User die diskretisierten
Gleichungen in das Notebook eingeben. Fiir jede Gleichung der SHD ist eine
eigene Zelle reserviert, die nach der Konvention laut Tabelle (6.2) bearbeitet
werden muss.

Nach der ersten Eingabe werden jene Variablen- und Filebezeichner bestimmt,
um eine konsistente Ausgabe mit dem WSHDC zu erreichen. Desweiteren werden
die Namen fiir die Ausgabefiles belegt, die denen von FORTRAN-Subroutinen
entsprechen. Danach wird die Vorzeichenwechselfunktion festgelegt, die oben
definiert wurde.

Innerhalb der néichsten editierbaren Zelle wird jenes Muster definiert, das einen
Ausdruck in verwertbaren FORTRAN-Code umwandelt. In jedem Ausdruck
werden auftretende Briiche durch eine entsprechende Buchstabenkombination
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ersetzt. Diese Vorgehensweise stammt noch aus grauer Urzeit, als konstante
Werte nur ein Mal berechnet werden sollten. Aus diesem Grund werden diese
Werte in den Gleichungen durch Variablen ersetzt, um bei der Berechnung auf
einen in einem Hilfsvariablen-File berechneten Wert zugreifen zu kénnen. Dies
sparte wertvolle Rechenzeit. Dieser Schritt ist durch die rasche Entwicklung
in der Computerbranche nicht mehr notwendige, aber aus Konsistenzgriinden
innerhalb des WSHDC trotzdem durchgefiihrt. Nach diesen FErsetzungen
erzeugt die Funktion N[] eine nummerische Form des Ausdruckes. N[4] liefert
als Ergebnis 4., was unter FORTRAN einer Real-Zahl entspricht. Dies ist
notwendig um die Variablendefinition innerhalb des WSHDCs einzuhalten. Erst
dann erfolgt die Umwandlung in FORTRAN-Code und danach die Ausgabe als
ASCII-String.

Folgendes Beispiel soll das Vorgehen illustrieren:

4x1mr’® — 1 (6.16)
wird in den numerischen Wert

4.x1mr* — 1. (6.17)
umgewandelt, danach in FORTRAN-Code

4. % x1mr * %2 — 1. (6.18)
und zum Schluss als Text ausgegeben

74, % x1mr * 2 — 1.7, (6.19)

In der nichsten Zelle erfolgt die Festlegung des Ersetzungsmusters. Hier
muss allerdings ein kleiner Trick angewendet werden. Da das Notebook in die
Ausgabefiles jeweils die Gleichung und die zugehorigen Ableitungen schreibt,
kommt es zu einem Konflikt bei der Ersetzung von sekundéren oder hoherge-
ordneten Variablen. Diese sollen in den Gleichungen selbst nicht ersetzt, fiir die
Ableitungen jedoch miissen sie sehrwohl substituiert werden, da ansonsten eine
Differentation nicht durchfiihrbar ist. Darum die Ersetzung von sekundiren und
hoherrangigen Variablen. Bei der Ausgabe der Gleichungen bleiben nun alle
Variablen ungedndert stehen, fiir die Ableitungen werden aber nur Zusammen-
setzungen der Primérvariablen verwendet.

Im Anschluss erfolgt die Festlegung der File-Header der FORTRAN-Files und
die Ausgabe der Gleichungen. In der n#chsten editierbaren Zellen sind alle
sekunddren und andere hoherrangigen Variablen eingetragen, die notwendig
sind, um die Gleichungen formulieren zu konnen. Es ist darauf zu achten, dass
wirklich jede Variable in dieser Zelle eingetragen wird, da es sonst nicht méglich
ist, korrekte Ableitungen zu erhalten. In der folgenden Zelle wird das File der
Hilfsvektoren definiert und alle Hilfsvariablen wie die Differenzen von kubischen
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Ausdriicken hineingeschreiben, da es genauer ist, nur die Radiusdifferenz und
nicht die Differenz der Volumina zu berechnen.

a® — b (6.20)
wird durch
(a —b)(a® + ab+ b?) (6.21)

ersetzt werden.

Nach dem Fertigstellen des Hilfsvektorenfiles erfolgt die Erstellung der Jacobi-
Matrix, die intern abgespeichert wird. Dieser Vorgang dauert je nach Umfang
der Gleichungen zwischen einigen Sekunden und einigen Minuten, im zweidimen-
sionalen Fall kénnen Rechenzeiten bis zu 20 Minuten auftreten. Der vorletzte
Punkt innerhalb des Notebooks ist noch die Ausgabe der Ableitungen in der
Form, die konsistent mit dem WSHDC ist. Abschluss der Rechnung bildet das
Léschen bestehender Zuordnung der sekundéren Variablen, damit beim erneuten
Durchlauf des Notebooks alte Verbindungen zu keinen Konflikten mit Neuerun-
gen fiithren konnen.

6.4 Steuerparameter

In diesem Abschnitt sind die Steuerparameter des Notebooks in einer Liste
zusammengefasst. Es besteht die Md&glichkeit das Notebook unter verschiedenen
Betriebsystemen laufen zu lassen (DOS oder Unix/Linux). Erfreulich ist die Tat-
sache, dass sich die Files (Notebook wie Output-Files) ohne Probleme zwischen
Rechnern unterschiedlichen Betriebsystems transportieren lassen.

Das Setzen eines Arbeitsverzeichnisses ist unbedingt notwendig, da
MATHEMATICA-Files ansonsten in den Tiefen der Directory-Struktur abspeichert.
Bevor Rechnungen begonnen werden, ist es ratsam alle benstigten Module (eine
Art Hilfsprogramm) zu laden, damit darauf auf keinen Fall vergessen wird.
Wichtig ist die Angabe der Zeilenlinge des Outputs. Es hidngt ndmlich vom
Compiler ab, wie lang die Zeilen innerhalb des FORTRAN-Codes sein diirfen.
FORTRANTT7 beschrinkt die Zeilenlinge auf 72 Zeichen, was von dem Befehl
FortranForm[] eingehalten wird. Da neuere Compiler aber mehr Zeichen in-
nerhalb einer Zeile verarbeiten konnen, modifiziert die Zeilenlingenangabe den
Output auf die gewiinschte Léinge.

MATHEMATICA arbeitet in einer Hinsicht besonders benutzerfreundlich: Wird
bei der Eingabe ein Fehler gemacht, erkennt das Programm den Fehler und gibt
entsprechende Fehlermeldungen aus, die angeben, wie der Fehler zu beheben
ist. Allerdings werden auch bei Namensgleichheiten Warnings ausgegeben, die
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Tabelle 6.3: Steuerparameter des MATHEMATICA-Notebooks

Paramter Zweck
SetDirectory Setzen des Arbeitsverzeicnises
<< X? Lades des Moduls X
dos Schalter fiir Betriebsystem
0 = UNIX/LINUX-Betriebsystem
1 = MS-DOS-Betriebsystem
modell Modellnummer
pagewidth Zeilenlange
aus Schalter fiir Ausgabe der Warnings
0 = keine Ausgabe
1 = Ausgabe
loeschen Schalter fiir Loschung bestehender Files
0 = keine Loschung
1 = Loschung
logfile Schalter fiir Erstellung eines Logfiles
0 = keine Erstellung
1 = Erstellung
logfile Schalter fiir Verwendung von Winkelfunktion von Simplify/[]
0 = keine Verwendung
1 = Verwendung
zeit Angabe der der Rechenzeit fiir den Befehl Simplify[] in Sekunden
ng Anzahl der Gleichungen
logtxt Logfile Text
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eben auf diesen Umstand hinweisen. Da die Variablennamen grofe Ahnlichkei-
ten aufweisen, gibt es unzihlige Warnungen. Diese konnen ausgeschaltet werden
(allerdings sollte man das nur, wenn man sich seiner Programmierung sehr sicher
ist).

Weiters kann angegeben werde, ob man das Loschen bestehender Files oder die
Erstellung eines Logfiles wiinscht.

Fiir die Funktion Simplify[] existieren zwei Schalter, die dazu dienen, die
Schnelligkeit der Vereinfachungen zu erhéhen. Erstens kann die Verwendung
von Additionstheoremen bei der Vereinfachung unterdriickt werden, da in den
SHD-Gleichungen im Moment keine Winkelfunktionen vorkommen. Als zweites
kann die Vereinfachungszeit fiir jeden Term beschrinkt werden. Ist nach einer
bestimmten Zeit keine Vereinfachung gefunden worden, wird der Vorgang abge-
brochen und der Term unverdndert stehen gelassen.

Als letztes muss noch die Anzahl der Gleichungen und damit die der priméren
Variablen definiert werden.

6.5 Gleichungen in MATHEMATICA-Notation

Nach all den getétigten Definitionen sei hier jeweils ein Beispiel fiir eine vek-
torielle und skalare Gleichung in MATHEMATICA-Notation gegeben.

6.5.1 Anschreiben einer vektoriellen Gleichung in MATHE-
MATICA - Bewegungsgleichung

Hier sei als Beispiel fiir eine vektorielle Gleichung die Bewegungsgleichung
genommen und gezeigt, wie der Ubergang von der diskretisierten Form (siehe
auch Seite 49) in die MATHEMATICA-Schreibweise aussieht. Man erkennt, dass die
Volumensterme als sekundére Variablen definiert sind und die Advektionsterme
genau der Diskretisierung auf Seite 45 entsprechen. Anzumerken ist, dass im
Moment nur die reine Hydrodynamik eingebaut ist. Die Gleichung ist in ihre
Terme zerlegt und diese mit Grofbuchstaben beschriftet. Die Umwandlung in
MATHEMATICA-Notation ist Termweise angeschrieben.
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Gl = 6(upWy) + 4rA((pu) 2 urdst) + drr2(AP)St + G—Tpvvét
N—— ~ ~ r
A B C D

Mathematica—Notation
—

A = (x1phmd * dvolph — xalphmd * dvolaph
B = 4 % 7 * (mur2dl * (x1phmd * sadsph + (1 — sadsph) * x1mhmd
+mur2d1pI * (sadspIITh % x1pIIThmd + (1 — sadspIIIh) % x1phmd

C =4 x 7 * x1mr® x tst * (prgzmh — prgzph

G * x1mm
D= ——— xvecmd xdvoll x tst

x1mr>2

)
)
)
)

6.5.2 Anschreiben einer skalaren Gleichung in MATHEMA-
TICA - Energiegleichung

Die Energiegleichung dient wieder als Beispiel fiir eine skalaren Gleichung
(wieder nur der rein hydrodynamische Fall). Die Transformation in Notebook-
Schreibweise ist wieder fiir jeden Term angegeben.

-’

~”

G5 =6(peVs) + 47TA((,;Ve) 2 Upit) + 4T P A(r? u)dt
N e’ - ~ s -~
A B C

Mathematica—Notation
—

A = (x1phmd * x1phme * dvolph —
xalphmd * xalphme * dvolaph)
B = mur2dl * (x1phmd * x1phme * sadsph + (1 — sadsph) *
*x1mhmd * x1mhme) — mur2d1pIl x
(sadspIITh * x1pIIThmd * x1pIIThme +
+(1 — sadspIIIh) % x1phmd * x1phme)
C=4x*7 * prgzph * tst * (ler2 * x1mu — leImr2 * x1pImu)

6.6 Ein Beispiel - die Poissongleichung

Die diskretisierte Poisson-Gleichung schreibt sich wie folgt:
Am = pVs, (6.22)
daraus wird in MATHEMATICA-Schreibweise

G[2] = (x1mm — x1pImm) — x1phmd * dvolph. (6.23)
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Die sekundére Variable dvolph wird durch

4
?ﬂ (x1mr® — x1pImr?) (6.24)

ersetzt und man gelangt zu:
4
G[2] = (x1mm — x1pImm) — x1phmd * ?W(xlmr3 — x1pImr?). (6.25)

Nun wird nach allen priméren Variablen abgeleitet. Beitrige liefern nur Ablei-
tungen nach m;, m;;1, p;, 1,7 und r;11, alle anderen Ableitungen sind gleich Null.

Folgende Ableitungen sind ungleich Null:
0G[2]
Ox1mm

0G[2]
Ox1pImm

0G[2]
Ox1phmd
0G[2]
Oxlmr

0G[2]
Ox1pImr

= —1

= —?ﬂ * (x1mr® — x1pImr®)

= 4 %7 *xx1lphmd * x1mr?

= —4x 7 *xx1lphmd * lepIr2

danach erfolgt die Ersetzung durch sekundére Variablen, was nur den dritten
Eintrag verdndert:

0G[2]
— —dvolsca
Ox1phmd
Dann wird das Muster fortconst[] angewendet und man erhélt
8G[2] . » 1 ”
Oxlmm '
aG[Q] . » 1 9
OxlpImm '
0G[2] . "
— = — dvolsca
Ox1phmd
aG[2] 54 % ol % xlnd ¢ x1ol o
= * pi* x1md * x1pImr * *
Oxlmr P P
aG[2] ) . .
———— = 7 —4xpix*xxlmr*x*2*xx1md
Ox1pImr
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6.7 Modul ShdNom.m

Im Modul ShdNom.m sind alle Ersetzungsregeln fiir die FORTRAN-
Schreibweise des WSHDCs gespeichert. Nachdem alle Output-Terme in Strings
umgewandelt wurden, werden alle Variablen von MATHEMATICA-Notation
wieder in FORTRAN-Standard iibersetzt. Dariiberhinaus werden die Buch-
stabenkiirzel fiir die Briiche wieder in Briiche umgewandelt und redundanter
FORTRAN-Code, wie die Terme *I herausgeloscht. Bei der Ersetzung der
Variablennamen ist darauf zu achten, dass zuerst die langen Namen und danach
erst die kurzen ersetzt werden, also zuerst x1pImr — X(L+1,MR) und dann erst
xlmr — X(L,MR).

Schlussendlich erhilt man fiir die Ableitungen folgende Ausdriicke:

0G[2]
Ox1mm
0G[2]
Ox1pImm
0G[2]
Ox1phmd
0G[2]
Ox1lmr
0G[2]
Ox1lpImr

— ’71 b

— ’7_17’

= ” — (DVOLSCA(L))”

= "4 xPIxX(L,MD) % X(L + 1,MR) * x2”

= 7 — 4 %PI % X(L,MR) % %2 % X(L, MD)”.

Das Modul ist auf Seite 111 im Anhang beigefiigt.

6.8 Reinigen

Der letzte Schritt bei der Erstellung der Ableitungen ist das Reinigen der
Ausgabefiles, das heifit, dass die Anfiithrungszeichen (") geloscht und das Zei-
lenumbruchzeichen ersetzt wird. Fiir die Ableitungen der Poissongleichungen
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erhilt man:

aG[2] )
Oxlmm

0G[2]
Ox1pImm

0G[2]
Ox1phmd
0G[2]
Ox1lmr

0G[2]
Ox1lpImr

Das Notebook erzeugt fiir jede Gleichung ein FORTRAN-File, eine File der
Hilfsvektoren und ein Logfile.
Fiir den rein hydrodynamischen Fall sind alle Output-Files im Anhang beigefiigt.
Desweiteren findet sich ein Anhang iiber alle Befehle inklusive Erkldrungen, die
im Notebook verwendet werden. Zusétzlich befindet sich im Anhang das gesamte
entwickelte Notebook.

= -1.

= —(DVOLSCA(L))

= 4 %PI%X(L,MD) * X(L + 1, MR) %2

—4 % PT % X(L, MR) * %2 % X(L, MD).
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Kapitel 7

Ausblick

Alle von MATHEMATICA generierten FORTRAN-Files sind mit dem bestehen-
den SHD-Code verbunden und einfache Testrechnungen durchgefiihrt. Bestehen-
de Ableitungen werden mit denen durch MATHEMATICA generierten verglichen,
und ergeben exakt dasselbe Ergebnis. Rechnungen fiir den rein hydrodynami-
schen Fall liefern die erwarteten Resultate. Um das Zusammenspiel des bereits
vorhandenen Codes mit dem neuen, besonders die Verwendung der neuen und
die Kombination mit den alten Hilfsvektoren, zu testen, erfolgt der Einbau der
Files nach der Reinigung von Maskierungszeichen und Austausch von Zeilen-
fortfiihrungszeichen direkt in den SHD-Code.

Alle durchgefiihrten Verdnderung des SHD-Codes, sowie der genaue Inplementie-
rungsvorgang sind in [41] beschrieben.

7.1 Awusbau und Erweiterungen

Das Ziel des erarbeiteten MATHEMATICA-Notebooks ist, alle Anderungen des
SHD-Codes in nummerischer und physikalischer Hinsicht, die Ableitungen betref-
fend, automatisieren zu kénnen. Dadurch wird die Effizienz und Schnelligkeit der
Berechnung von Ableitungen drastisch erhéht. Durch diese Zeitersparnis, sowie
durch das Ausschlieflen von Ableitungsfehlern durch die Verwendung eines gete-
steten algebraischen Computersystems, ist die Moglichkeit gegeben, einfach und
rasch unterschiedliche Gleichungsdiskretisierungen zu generieren und zu testen.
Neben der kontinuierlichen Erweiterung des SHD-Codes durch physikalische
Aspekte, wie

e Wechselwikrung mit Magnetfeldern
e Rotationseffekte
e Anpassung an neue Geometrien und astrophysikalische Problemstellungen
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e Staubterme (hier sind fiinf zusétzliche Gleichungen von Néten, welche die
zeitabhingige Entwicklung der Staubpartikel beschreiben)

e Erweiterung auf frequenzabhiingigen Strahlungstransport und Opazititen

e Erweiterung der SHD-Gleichungen auf ein Multi-fluid, um ein chemisches
oder nukleares Netzwerk mitrechnen zu kénnen

e Einbau von Gleichungen zur Beschreibung der Konvektion

e generelle Erweiterung des Codes auf weitere astrophysikalische Anwendun-
gen, bei denen Strahlung und Materie wechselwirken

ist die Verbesserung und die Erh6hung der Genauigkeit der Nummerik der zweite
Teil, der sich auf Verdnderungen der SHD-Gleichungen auswirkt.

Folgende Anpassungen der Nummerik sollen mit Hilfe der von MATHEMATICA
generierten Ableitungen untersucht werden:

e Erweiterung des in [14] vorgeschlagenen Diskretisierungsschemas auf die
Kopplungsterme in den Materiegleichungen und die Strahlungsgleichun-
gen, um Vergleichsrechnungen in einer astrophysikalischen Umgebung
durchfiithren zu kénnen. Diese Ergebnisse sind mit Rechnungen in der alten
Diskretisierung zu vergleichen und es ist zu bestimmen, ob die neue Diskre-
tisierung Resultate liefert, die bisher in divergenten Bereichen liegen und,
ob sie genauer als die bisherigen sind.

e Untersuchung, ob sich der Ubergang von zeitzentrierten Variablen auf zeit-
zentrierte Operatoren auf die Ergebnisse auswirkt. Die Resultate sollen
mithelfen zu entscheiden, welche Art der zeitlichen Zentrierung fiir welches
astrophysikalisches System ideal geeignet ist.

e Da die Advektionsterme in den Gleichungen jene sind, die in besonderem
Mafle kompliziert wie wichtig sind, konnen mit MATHEMATICA unterschied-
liche Advektionsschemata genauer untersucht werden. Die Terme solcher
Schemata héherer Ordnung besitzen sehr umfangreiche und komplexe Ab-
leitungen, die mit Hilfe des Notebooks leicht fiir unterschiedlichste Aus-
gangskombinationen berechnet werden kénnen.

e Generelle Untersuchung von grundlegender Nummerik, wie unterschiedli-
che Diskretsierungsvorschriften und Erweiterung jener Teile des WSHDC
bei denen in Hinblick auf die zu grofle Komplexitit der Ableitungen eine
vereinfachte Formulierung gewéhlt wurde.
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7.2 Zweidimensionale SHD

Aufbauend auf einer fritheren Version des hier vorgestellten Notebooks wurde
MATHEMATICA auch fiir die Erstellung der Ableitungen (siehe Abbildung 7.1)
bei der Programmierung eines neuen zweidimensionalen SHD-Codes (siehe [48])
verwendet.

Auf Grund der hoheren Anzahl von Variablen und der logischerweise
auftretenden grofleren Menge von Gitterpunkten ist hier mit einem viel um-
fangreicheren Output zu rechnen. Deshalb wurde fiir jede Gleichung aus dem
SHD-System ein eigenes Notebook erstellt, das die Ableitungen nun separat
fiir jede Gleichung berechnet, um den Uberblick iiber die Ableitungen besser
behalten zu konnen. Dariiberhinaus sind die einzelnen Terme der Ableitungen
um einiges umfangreicher als im eindimensionalen Fall. Dadurch muss verstarkt
Augenmerk auf die Ersetzungsregeln gelegt, und weitere Hierarchien von Hilfs-
variablen eingefiihrt werden.

7.3 Weiterfithrung des Notebooks

Das hier prisentierte MATHEMATICA-Notebook soll in keiner Hinsicht einen
Abschluss im Bereich Erstellung der Ableitungen darstellen. Weitere Adap-
tionen, Erweiterungen und Verbesserungen sind bereits in Angriff genommen
worden.

Das Handling des Notebooks bedarf noch einer strafferen Strukturierung, um
die Eingabe der Hilfsvektoren und Ersetzungsregeln noch weiter zu vereinfachen.

Durch die Umstrukturierung des WSHDCs, die auf Grund der Einfiihrung
der neuen Art der Diskretisierung notwendig wurde, steht das Notebook in
Zentrum des Verfahrens zur Gewinnung der Ableitungen. Es soll so in den
Ablauf des WSHDCs eingebaut werden, dass es autonom fiir jede Art des Pro-
blems (Geometrie, Anfangswerte und -bedingungen) die benétigten Ableitungen
liefert, die automatisch gelinkt werden konnen. Dazu ist es notwendig, die
FORTRAN-Routinen des Quellcodes umzuschreiben und das Notebook noch
enger an diese zu binden.

Einen weiteren extrem sensiblen Punkt in den Berechnungen bilden die
Randbedingungen der SHD-Gleichungen. Die Berechnung dieser Bedingungen
soll vom Quellcode in das Notebook iibernommen werden und dort ebenfalls
automatisch, nach Auswahl iiber Schalter, berechnet werden.

Zur Realisierung all dieser Punkte, ist es notwendig, den Input in das und den
Output aus dem Notebook zu verbessern und zu vereinfachen.
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Abbildung 7.1: MATHEMATICA-Notebook zur Berechnung der Ableitungen der
Gittergleichung in n-Richtung im zweidimensionalen Fall

DG grid eta.nb e+ 4/27/04 1

Ableitungen der 2D Gittergleichungen (eta-Richtung):
Zentralbereich

author: stoekl
date: 02 09 03

Setzen des Rechenverzeichnisses - Setdirectory

Einstellen der Anzahl der Zeichen pro Zeile (Pagewidth) - pagewidth
Ausschalten der Warnings und Fehlermeldungen - off: O:aus, 1:ein

Loeschen der bestehenden Files im Arbeitsverzeichnis - loeschen: O:aus, 1:ein
Anlegen eines Logfiles - logfile: O:aus, 1:ein

SetDirectory["/velo/stoekl/2D-SHD/mathematica/data"];

pagewidth = 130;
off =1;
loeschen =1;

Abfrage der Parameterwerte und Kontrollausgabe

Print["Off wurde auf ", off, " gesetzt."];

If[off ==1, Of£[]]

Print["Loeschen wurde auf ", loeschen, " gesetzt."]
If [loeschen==1, Run["rm DG _grid_eta.f90"]];

Off wurde auf 1 gesetzt.

Loeschen wurde auf 1 gesetzt.

Liste der internen Variablen (#=nv) (Punkte #=np), nach denen abgeleitet wird.

nv= 4;

np = 13;

dev = {Xij, Ximlj, Xim2j, Xiplj, Xip2j, Xijml, Xijm2, Xijpl, Xijp2,
Ximljml, Ximljpl, Xipljml, Xipljpl, Y¥ij, ¥Yimlj, Yim2j, Yiplj, Yip2j,
¥Yijml, Yijm2, Yijpl, Yijp2, ¥Yimljml, Yimljpl, ¥Yipljml, Yipljpl,
Eij, Eimlj, Eim2j, Eiplj, Eip2j, Eijml, Eijm2, Eijpl,
Eijp2, Eimljml, Eimljpl, Eipljml, Eipljpl,
rhoij, rhoimlj, rhoim23j, rhoiplj, rhoip2j, rhoijml, rhoijm2,
rhoijpl, rhoijp2, rhoimljml, rhoimljpl, rhoipljml, rhoipljpl};

Hilfsvariablen:

1 + 2 betas + 2 betap
XnetahatN = -
V(Xijpl -Xij)2 + (Yijpl - ¥ij)?2
betas betas

vV (Xijp2 - Xijpl)2 + (Yijp2 - Yijpl)2 AV (Xij - Xijml)2 + (Yij - Yijml)2
betap betap

A/ (Xipljpl - Xip1j)2 + (¥Yipljpl - Yiplj)2 vV (Ximljpl - Xim1j)2 + (¥Yimljpl - Yim1lj)2

Dieses Bild zeigt die erste Seite eines MATHEMATICA-Notebooks, das fiir die Berechnung der

Ableitungen der Gittergleichung in einer Raumrichtung des neuen 2d-SHD-Codes verwendet
wird, fiir weitere Informationen siehe [48].

;
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Beschreibung der Anhinge

Folgende Anhénge sind beigefiigt:

Anhang A: Stichwortliste SHD-relevanter Begriffe mit kurzer Erklarung
und Literaturverweisen, erstellt auf Grund der oft langwierigen Suche nach
bestimmten Einzelheiten im riesigen Konvolut erzeugten Papiers.

Anhang B: Liste aller im MATHEMATICA-Notebook verwendeten Befeh-
le und Erkldrungen, um eine moglichst benutzerfreundliche Verwendung
desselben garantieren zu konnen.

Anhang C: Printout der aktuellsten Version des MATHEMATICA-
Notebook.

Anhang D: Printout des fiir die Berechnungen nétigen Moduls.

Anhang E: Printout der generierten FORTRAN-Files der aktuellsten Ver-
sion des MATHEMATICA-Notebooks.

Anhang F: Kurzusammenfassung der diskretisierten SHD-Gleichungen,
kompakt auf eine Seite gebracht.

Anhang G: Als Anhénger der SI-Einheiten hier die Umrechnungsfaktoren,
in das in der Astronomie noch 6ft gebrduchliche cgs-System, sowie eine
Auflistung aller im SHD-Code verwendeten Konstanten mit ihren Werten,
relativen Fehlern und Dimensionen.

Diese Anhiéinge sollen als Nachschlagewerk dienen und der Orientierung in der
Welt der SHD und des WSHDC hilfreich sein.
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Anhang A

Index
strahlungshydrodynamischer und
nummerischer Begriffe

In diesem Anhang sind die wichtigsten Begriffe der SHD und der Mathematik
beziehungsweise Nummerik aufgelistet. Dies ist geschehen, um einen Uberblick
fiir Neueinsteiger zu schaffen, der helfen soll, sich schneller in die Materie
und den Aufbau des Wiener SHD-Codes einlesen zu konnen. Fiir genauere
Informationen iiber den Ablauf und Aufbau siehe [41].

Die Eintréige in diesem Index sind wie folgt gestaltet:

Eintrag

Kurzbeschreibung des Eintrages mit maximal einigen Zeilen.

Optional ein oder mehrere Literaturhinweise den Eintrag betreffend.

Adaptives Transporttheorem

Wechseln man das Bezugssystem in der Beschreibung der Gleichungen, zum
Beispiel von einem Koordinatensystem, das am Ort fixiert ist, auf eines,
das sich auf ein Masseteilchen bezieht, treten bei dieser Transformation
zusétzliche Terme in den Gleichungen auf. Das adaptive Transporttheorem
beschreibt diese Beziehung und gibt an, wie man diese zusétzlichen Terme
berechnet.

[30], [36], [52], [61]
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Advektion

Wird eine Formulierung von hydrodynamischen Zusammenhingen ver-
wendet, die nicht der Lagrange-Beschreibung entspricht, bendétigt man
ein Verfahren, mit dem der Transport von Gréflen von einer in die
néichste Zelle beschrieben werden kann. Die entsprechenden Terme in
den Gleichungen werden Advektion genannt. Der Transport der Groflen
wird mit Relativgeschwindigkeit durchgefiihrt, desweiteren muss dieses
Verfahren konservativ formuliert sein, das bedeutet, dass der Verlust
oder Gewinn aus der links anschliefenden Zelle durch den entsprechen
Gewinn oder Verlust an der rechten Nachbarzelle ausgeglichen werden muss.

[52], [61]
Anfangsbedingungen

Um Rechnungen mit dem SHD-Code durchfiihren zu kénnen, muss zuerst
ein Anfangsmodell erstellt werden. Das bedeutet, man brauch ein Modell,
in dem das System der Gleichungen voll gel6st ist und eine zugehdorige
Gitterpunkteverteilung vorgegeben ist. Erstellen von Anfangsmodellen ist
eine eigene Wissenschaft, da bei impliziten Mothoden Anfangswert- und
Randwertprobleme oftmals vermischt sind.

[16]
B Bewegungsgleichung

Diese Gleichung beschreibt die Bewegung der Teilchen und erhilt dabei
den Impuls.

[30]
C Courant-Friedrichs-Levy (CFL) - Bedingung

Bei impliziten Rechnungen ist der Zeitschritt nicht durch die sogennante
CFL-Bedingung begrenzt, die sonst bei expliziten Rechnungen dem Zeit-
schritt ein Limit setzt, das nicht {iber-/unterschritten werden kann und darf.

9]

D Diffusion

Im Set der SHD-Gleichungen ist die Diffusion nicht eingebaut, nichtsdesto-
trotz spielt sie in vielen Bereichen der Astrophysik eine charakteristische
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Rolle (cosmic-rays bei der Entwicklung von Supernova—Uberresten). Aus
diesem Grund muss in die SHD-Gleichungen ein Diffusionsterm eingebaut
werden.

[16, Seite 281]

Diskretisierung

Tranformation der Differentialgleichungen eines Problemes in eine diskreti-
sierte Form. Das bedeutet, dass die Gleichungen nur an einzelnen Punkten
ausgewertet werden. Differentialquotienten werden in Differenzenquotien-
ten iiberfiihrt. Die diskreten Punkte an denen die Differentialgleichungen
ausgewertet werden bezeichnet man als Gitterpunkte.

[16], [58]
Donor-Cell

Advektionsschema erster Ordnung. Fiir die Bildung der Differenzen werden
immer jene Werte genommen, die beziiglich der betrachteten Zelle upwind,
also stromaufwdarts liegen. Der Transport der Gréflen ind oder durch eine
Zelle erfolgt immer in die durch die Stromung gegebene Richtung.

[19, Seite 77]
Eddington Approximation

Da in den Momenten der Intensitét immer das néchstfolgende in den Glei-
chungen vorkommt, muss dieses System geschlossen werden. Dies geschieht
mit der sogennanten Eddington-Ndherungen. Der Eddington-Faktor wird
als Schliefbedingung £ = 1 gesetzt.

[16], [36]
Energiegleichung

Diese Gleichung formuliert das erste Gesetz der Thermodynamik, die
Erhaltung der Energie.

[30]
erstestes Moment

der spezifischen Intensitéit, entspricht dem radiativen Fluss.
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[36]
Euler-Beschreibung

Der Fluss von Teilchen kann auf unterschiedliche Weise beschrieben werden.
Jene, in der man ortlich fixierte Zellen betrachtet, die durchflossen werden,
nennt man Euler-Formulierung. Gegensatz ist die Lagrange-Beschreibung.

explizit

Extrapolation der Werte der Variablen zum neuen Zeitpunkt durch die
Werte zum alten Zeipunkt. Die Losung der Gleichungen ist durch direkte
Verfahen moglich, der Zeitschritt bei dieser Methode ist allerdings durch
die CFL-Bedingung begrenzt. Gegenteil von implizit.

[19, Seite 79]

F Finite-Volumen Diskretisierung

Jene nummerische Methode, die beim Ubergang von integraler zur diskre-
tisierten Form der SHD-Gleichungen verwendet wird. Das Volumen, {iber
das integriert wird, ist jenes zwischen zwei benachbarten Zellen und ist
somit finit, also endlich.

[16], [58]
G Gittergleichung

Um Lo&sungen von Differnetialgleichungen iiber viele Groflenordnungen
oder steile Gradienten darstellen zu kénnen, bedarf es eines ausgereiften
Gitters, das im Bereich der oben genannten Félle eine hohe Auflésung
besitzt. Im Wiener SHD-Code werden die genannten Probleme mit
Hilfe der Gittergleichung gelost, die die Gitterpunkte entlang kritischer
Stellen anh#duft, um genauere Ergebnisse zu erhalten. Die Gleichung wird
gleichzeitig mit den anderen Gleichungen des SHD-Systems gelost.

[13]

H Henyey-Verfahren

Verfahren zur Invertierung der Jacobi-Matrix.

[29, Seite 79]
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implizit
Jene Art die Werte der Variablen zum neuen Zeitpunkt auszurechnen, bei
dem nicht aus den Gleichungen zum alten Zeitpunkt interploiert wird,
sondern die Werte zum neuen Zeitpunkt eingehen, das heifit man muss
ein iterativen Néherungsverfahen verwenden, um die Gleichungen 16sen zu
kénnen. Vorteil ist, dass der Zeitschritt nicht durch die CFL-Bedingung
limiterit ist. Gegenteil von explizit.

[19, Seite 79]

Jacobi-Matrix

Wihrend des Losungsverfahrens der SHD-Gleichungen wird die invertierte
Jacobi-Matrix benétigt. Dabei handelt es sich um die Funktionalmatrix;
die Eintrédge sind alle Variablen nach allen Variablen abgeleitet.

[18], [16]

Kappa-Mechanismus

Stellare Pulsationen werden durch Anderungen in der Opazitiit ausgelost.
Dieser Vorgang wird Kappa-Mechanismus genannt.
[19] bis [23]

konservativ

Jene Formulierung, die konsistet mit den Erhaltungsgréfien ist, also
Verfahren, bei denen Impuls, Energie, etc. erhalten werden.

Kontinuititsgleichung
Jene Gleichung aus dem Set der SHD-Gleichungen, die die Dichte be-

schreibt. Diese Gleichung steht fiir die Massenerhaltung.
[30]
kiinstliche Viskositéit

Um StoBfronten auf einem Gitter auflésen zu kénnen, muss dieselbe iiber
einige Gitterpunkte verschmiert werden. Aus diesem Grund wird ein
Viskosititsterm eingebaut, um Diskontinuitédten kiinstlich zu verbreitern.
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[52]
Lagrange-Beschreibung

Eine Moglichkeit Fliisse durch Zellen zu beschreiben ist die Lagrange-
Formulierung. Dabei befindet man sich im System der flielenden Teilchen,
die sich durch die Zellen bewegen, das enspricht einer Fixierung der Masse,
im Gegensatz zur Euler-Beschreibung.

Newton-Raphson Iteration

Jenes Verfahren mit dem das Set der SHD-Gleichungen gelost wird. Auf
Grund der groflen Nichtlinearitdt des zu losenden algebraischen Systems
wird dieses iterative Verfahren angewendet.

[16]
nulltes Moment

Hierbeit handelt es sich um das nullte Moment der spezifischen Intensitét.
Es wird auch radiative Energiegleichung genannt.

[36]
Opazitit

Lichtdurchlassigkeit des Sternengases in Abhéngigkeit von der chemischen
Zusammensetzung, Dichte, Druck und Temperatur. Opak bedeutet
lichtundurchléssig. Die Daten sind in Tabellen vorhanden, die in den
SHD-Code gelinkt werden.

[16], [37], [38], [24]
Planck-Mittel

Grenzwert des Kopplungstermes k, zwischen Strahlung und Materie im
Grenzwert des optisch diinnen Falles ist das Planck-Mittel.

1 _ Jo mBudv (A1)
Kp fooo B, dv
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Poisson-Gleichung

In astrophysikalischen Anwendungen spielt die Gravitatioskraft natur-
gemifl eine sehr grofle Rolle. Um das Gravitationspotential berechnen
zu konnen, muss die Poissongleichung gelost werden. Sie ist im Set der
SHD-Gleichungen diejenige, die die Masse als Variable beschreibt.

[30]
Randbedingungen

Am Sternrand und am Innenrand miissen bestimmte Bedingungen spezifi-
ziert werden, um die Differentialgleichungen eindeutig 16sen zu konnen, die
se Bedingungen werden im Fall der SHD-Gleichungen Randbedingungen
genannt.

[16]
rdumliche Glidttung

Die Gittergleichung reagiert augenblicklich auf die Verdnderung der
Variablen. Um zu verhindern, dass diese Verdnderungen zu abrupt
passieren, wird die Moglichkeit der Verdnderung der Zellengrofe auf einen
bestimmten maximalen Wert begrenzt.

[13]
Relativgeschwindigkeit

Jene Geschwindigkeit zwischen Gasgeschwindigkeit und Gitterbewegung.
Entsteht dadurch, da das Koordinatensystem nicht im Raum fixiert ist.

Rosseland-Mittel

Das Rosseland-Mittel ist der Grenzwert des Kopplungstermes k, zwischen
Strahlung und Materie im Grenzwert im optisch dicken Fall. Es wird in
astrophysikalischen Rechnungen bevorzugt verwendet, da es in Tabellen-
form vorliegt. Wird wie folgt berechnet.

folgt berechnet:

e %

1 0 kK, OT
20 ke OT 7 A2
kR fooo %%d’/ (42)

85



Z zeitliche Glittung

entspricht einer Didmpfung der Verdnderungmoglichkeit in der Gitter-
gleichung, damit keine extremen Spriinge in der zeitlichen Entwicklung
auftreten konnen.

[13], [16, Seite 293]

zeitliche Zentrierung

Bei der Losung von Pulsationen muss besonderes Augenmerk auf die zeit-
liche Entwicklung der Rechnung gelegt werden. Beim Verfahren der zeit-
lichen Zentrierung wird ein Mischterm aus Variablen zum alten und zum
neuen Zeitpunkt verwendet, um Fehler in der zeitlichen Entwicklung zu
minimieren.

[16]
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Anhang B

Intrinsische und selbsdefinierte
MATHEMATICA-Befehle

In diesem Anhang sind alle MATHEMATICA-Befehle und ihre Kurzbeschrei-
bung aufgelistet, um das Verstindnis des erstellten Notebooks dev_8.2.nb zu
vereinfachen. Die Definitionen sind aus dem Anhang A.8 von [63] entnommen
und sind ebenfalls eingebauten MATHEMATICA-Hilfedatei abrufbar. Weitere
Informationen iiber die Verwendungsweise der aufgelisteten Befehle findet man
in [12], [63], [64], [65] und [66]. Desweiteren sind die im Modul ShdNom.m
geniitzten selbsdefinierten Befehle angegeben.

Built-in Funktionen in MATHEMATICA beginnen immer mit einem Grofibuch-
staben, zusammengesetze Befehlsnamen kénnen innerhalb des Namens ebenfalls
Grofibuchstaben besitzen. Dies ist so geregelt, um intrinsische von selbsdefi-
nierten Befehlen leichter unterscheiden zu konnen. Nichtsdestoweniger diirfen
auch diese mit Groflbuchstaben beginnen. Die in dieser Arbeit verwendeten
selbstdefinierten Befehle beginnen mit Kleinbuchstaben.

Die Eintrige sind wie folgt gestaltet:

Befehl
Beschreibung des Befehls.

Weiters gelten folgende Textkonventionen laut folgender Liste:

87



Sonder-
zeichen

Tabelle B.1: Textkonventionen im Anhang B

Font Bedeutung
Schreibmaschine MATHEMATICA-Befehle
kursiv Attribute von MATHEMATICA-Befehlen
antiqua Erlduterungen und Erklarungen

Anfiihrungszeichen kennzeichnen beim MATHEMATICA-Output ASCII-
Strings.  Diese Génsefiifichen werden durch das Shellscript reinigen
geloscht.

ist das Zeilenfortsetzungszeichen, das MATHEMATICA verwendet. Mittels

reinigen werden diese Backslashes durch Kaufmann-Unds (&) ersetzt, dem
Zeilenfortsetzungszeichen in FORTRAN90/95.

Der Strichpunkt wird verwendet, um den Output in das Notebook wihrend
der Berechnungen zu unterdriicken. Er steht immer am Ende einer Zeile.

Beginl[]
Dieser Befehl wird zum Beispiel verwendet, um in Modulen den Beginn
desselben nach der Einleitung zu definieren.

Begin["context ‘"] stellt den gerade aktiven Kontext zuriick.

BeginPackagel[]
Der Befehlt steht typischerweise zu Beginn jedes Moduls und bildet seine
Einleitung.

BeginPackage[" context "] setzt die Kontexte context und System aktiv.

bruch/[]
Selbstdefinierte Ersetzungsfunktion im Module ShdNom.m. Sie fiihrt al-
le in den Gleichungen verwendeten Abkiirzungen fiir Briiche in die realen
Zahlenwerte iiber.

change[]
Diese selbstdefinierte Funktion innerhalb des Notebooks iiberfiihrt die Hilfs-
variablen in die innerhalb des SHD-Codes verwendeten Variablennamen.
Durch diese Namenssubstitution kénnen die Hilfsvariablen nicht mehr durch
primére Variablen ersetzt werden. Dariiberhinaus ist dadurch die SHD-
Code Variablen-Konvention fixiert.
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Clear[]

16scht die Werte und Definitionen, die mit symbol verbunden sind.

Clear [symbol,, symboly, ... ] 16scht die Belegungen (Werte und Defi-
nitionen) von symboly, symboly, ...

Closel]
schlieflt die Ausgabedatei.

Close["Ausgabedatei "] schliefit die Datei Ausgabedatei, in die MATHE-
MATICA schreibt.

D[]

Diese Funktion wird verwendet, um alle Ableitungen zu berechen, ein sehr
einfaches, aber michtiges Werkzeug. Es ist sozusagen das Herzstiick der
Berechnung der Jacobi-Matrix.

DLf, =] berechnet die partielle Ableitung von f nach z.

DLf, {z, n}] berechnet die n-te Ableitung von f nach z".

D[f, x1, x2, ... ] berechnet die Ableitungen von f nach z, z,, ...
Die Ableitungen alle Eintrige, die von z unabhéingig sind, ergeben den Wert
0.

Date[]

gibt Datum und Uhrzeit wie auf dem Computer eingestellt wider.

Date[] ergibt Datum und Uhrzeit in folgender Formatierung: {Jahr,
Monat, Tag, Stunde, Minute, Sekunde} als Liste.
Alle ausgegeben Zahlen sind bis auf den Sekundenwert Integers.

Do []

Wie in jeder anderen Programmiersprache bezeichnet dieser Befehl eine
Schleifenberechnung iiber einen oder mehrere Indizes.

Do[4usdruck, {imaz}] evaluiert Ausdruck imaz mal.

Do[4usdruck, {%, imin, imaz, di}] evaluiert Ausdruck imaz mal, be-
ginnend bei #min mit der Schrittweite di. Dol[Ausdruck, {i, imin,
imaz}, {7, jmin, jmaz}] evaluiert Ausdruck iiber die Indizess i und j.

End []

Dieser Befehlt wird zum Beispiel verwendet, um in Modulen das Ende des-
selben und damit den Abschluss zu definieren.

End["context ‘"] gibt den gerade aktiven Kontext contert aus und belegt
den davor giiltigen.
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EndPackage[]

Ist das Ende eines Moduls und schliefit es ab. Steht immer gemeinsam mit
BeginPackagel[].

False
Wird hier verwendet, um in SetOptions[] Optionen mit der Boole’schen
Varaibel Falsch zu belegen.

zum Beispiel: SetOptions[Simpl<fy, Trig — False] schaltet die Re-
chenregeln fiir trigonometrische Funktionen im Simplify-Befehl aus.

fortconst[]
ist ein selbsdefinierter Befehl, der sich aus mehreren intrinsischen Befehlen
zusammensetzt. Zuerst werden alle numerischen Werte eines Ausdruckes
wie Briiche oder Real-Werte in entsprechende Variablen umbenannt. Da-
nach wird mittels N[] der numerische Wert des Ausdrucks bestimmt, durch
FortranForm[] in FORTRAN-Code und abschliefend durch ToString[Jin
einen ASCII-String umgewandelt.

FortranForm[]
ist der MATHEMATICA eingebaute Befehlt, um Output in FORTRAN-Code
umzuwandeln.

Beispiel: FortranForm [%a?] =x**2/2.

General
ist ein Symbol, das systemimannenten Befehlen zugeordnet ist. Mit den
Tags On oder 0ff kann dieses Symbol ein- oder ausgeschaltet werden.
Beispiel: 0ff [General: :spell] schaltet die Warnings von MATHEMATI-
CA betreffend Namensgleichheit von Variablennamen aus.

If[]

ist ein klassischer Programmierungsbefehl, der logische Verweise zulésst.

If [Bedingung, w, f] ergibt w, wenn Bedingung wahr ist, ansonsten wird
f ausgefiihrt.
If [Bedingung, w, f, el ergibt e, egal ob Bedingung w oder f erfiillt ist.

N[]

N[4usdruck] gibt den numerischen Wert von Ausdruck aus. N[1]=1.,
N[%] =0.5. Diese Funktion wird verwendet, um dem FORTRAN90/95-
Standard naher zu kommen, da dort die Ziffer 1 als Integer, die Ziffer 1.
aber als Real definiert ist.

nom???
Diese Funktionen, bei denen die Fragezeichen fiir Nummer zwischen 1 und
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999 stehen, iibersetzen die in MATHEMATICA verwendeten Variablennamen
in jene, die im SHD-Code verwednet werden. Dies muss geschehen, da
innerhalb von MATHEMATICA Klammern und Rechenzeichen (vorallem das
im SHD-Code h#ufig verwendete Pluszeichen) nicht fiir Variablennamen
erlaubt sind. Die Funktion wird auf Strings angewendet, deswegen sind um
die Variablen immer Anfiihrungszeichen zu setzen.

Beispiel: nom2 = "x1lmm"-> "X(L,MM)"; ersetzt die Mathematica-Variable
x1mm in die SHD-Code-Varibale X (L,MM).

num?
Diese drei Ersetzungsfunktionen (? steht fiir 1, 2 oder 3) sind notwen-
dig, um den FORTRAN-Output zu verkiirzen. Da auf alle Ergebnisse die
Funktion N[] angewendet wird, sind alle Ergebnisse von numerischer Na-
tur. Ausdriicke wie (7+x) werden manchmal als 1*(7+x) dargestellt. Die
Funktionen werden verwendet, um diese redundanten Rechenoperationen
zu entfernen.

numl = "xz1 "-> ""; ersetz zum Beipiel die von FortranForm[] erzeugte
iiberfliissige Operation Multiplikation mit 1.
0ff []

schaltet bestimmte MATHEMATICA-Symbole aus, siehe Eintrag General.
0ff [symbol ::tag] schaltet den tag von symbol aus.

OpenAppend[]
Offnet eine Ausgabedatei und hingt an den bereits bestehenden Inhalt den
Output an.
Format: OpenAppend["Ausgabedates "]

OpenWritel[]
offnet eine Ausgabedatei, 16scht allenfalls bestehende Eintrige und schreibt
gewiinschten Output von Beginn an in die Datei.
Format: OpenWrite["Ausgabedatei "]

PageWidth

bestimmt die Zeilenbreite (Zeilenléinge in Characters) der Ausgabeidatei.
Fiir den Befehl FortranForm[] ist diese Linge auf 72 voreingestellt, da
das dem FORTRAN77-Standard enspricht. Um die Ubersichtlichkeit zu
erhohen (der FORTRAN90/95-Intel-Compiler kann lingere Zeilen verarbei-
ten) wurde der Wert auf 130 eingestellt, kann aber beliebig variert werden,
SetOptions[Ausgabedatet, PageWidth — Infinity] erlaubt beliebig
lange Ausgabezeilen. Ein fiir den 2D-SHD-Code getesteter Compiler ist in
der Lage, 456 Characters pro Zeile zu verarbeiten.

SetDirectory[]
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legt das Arbeitsverzeichnis fest, in dem M ATHEMATICA seine Berechnungen
ausfiihrt, Input einliest und Output ausgibt.
Format: SetDirectory["Arbeitsverzeichnis"]

SetOptions[]
ist ein Befehl, der Optionen eines MATHEMATICA-Befehls einstellt oder
verdndert. Fiir jeden Befehl gibt es eine Optionenliste, die vor der Ver-
wendung bearbeitet werden kann. Fiir jede dieser Optionen gibt es eine
Default-Einstellung. Im verwendeten Programm wird die Option 7rig von
Simplify[] auf False gesetzt (siehe dort). Desweiteres kann SetOptions[]
auch fiir Eingabe- oder Ausgabedateien gesetzt werden, siche PageWidth.

shd []

setzt sich aus den Funktionen nom[], num[] und bruch[] genau in dieser
Reihenfolge zusammen und ist als Befehl durch die Eigenschaften der drei
Funktionen bestimmt (siehe dort).

Simplify[]

ist ein sehr méchtiger, aber schwer auszurechnender Befehl von MATHE-
MATICA. Simplify[] vereinfacht, nach den innnerhalb von MATHEMATI-
CA gespeicherten Vorgaben, mathematische Ausdriicke. Diese Berchnun-
gen verbrauchen sehr viel Rechnerzeit und liefern zum Teil nur Ergebnis-
se, die im nachhinein beabeitet werdn miissen. Um die Geschwindigkeit
des Befehls zu erh6hen, wurden die Optionen desselben verdndert, siehe
SetOptions[]. Der grofie Bruder dieses Befehles ist FullSimplify[], bei
dem weitere nicht oft verwendete Vereinfachungsregeln (zum Beispiel spe-
zielle Logarithmenregeln) angewandt werden.

StringJoinl[]
verbindet zwei oder mehr Strings zu einem. StringJoin["dz", "pl",
"om"] ergibt "diplom”.

StringReplace[]
ersetzt innerhalb von Strings einzelne Characters durch andere. Das Er-
gebnis von StringReplacel["Matriz"”, "z" — "zen"] ist "Matrizen”.

StringTake[]

extrahiert aus einem gegebenen String einzelne Characters.

StringTake["string"”, nl] extrahiert die ersten n Characters von string.
StringTake["string”, -n] extrahiert die letzten n Characters von
string.

StringTake["string”, {m,n}] extrahiert die Characters von der Position
m bis n in string.
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Tablel[]

In dem Programm wird Table[] verwendet, um eine zweidimensionale Liste
(= Jacobi-Matrix) zu erstellen. Hier wird Table[Ausdruck, {%, imin,
imaz}, {j, jmin, jmaz}] verwendet, um die Matrix zu erstellen, was
einer zweidimensionalen Schleife iiber die Eintrige entspricht.

TableForml[]

gibt die Elemente einer zweidimensionalen Liste in rechteckigen Zellen aus.
TableForm[Liste] fiihrt keine Berechnungen durch, sondern wird nur ver-
wendet, um Listen in Matrixform ausgeben zu kénnen.

1 2
TableForm[{{1,2},{3,4}}] =
3 4

TimeConstraint
ist eine Option des Befehls Simplify[], mit dem die Dauer der Berechnun-
gen limitiert werden kénnen.

ToString[]
konvertiert einen MATHEMATICA-Ausdruck in einen ASCII-String.
ToString[%u]="%".

UpperCase[]
Dieser Befehl wird auf Strings angewendet und verwandelt alle vorkommen-
den Kleinbuchstaben in Grofibuchstaben. Diese Funktion wird verwendet,
um den Standard der Grofischreibung im SHD-Code zu gewéhrleisten.

UpperCase["dtPlom"] ergibt ” DIPLOM?”

vor []

Diese sehr wichtige Funktion wird als Vorzeichenregelfunktion bezeichnet.
Fiir MATHEMATICA besitzen die Ausdriicke Variable und -Variable un-
terschiedliche Heads, das bedeutet MATHEMATICA nimmt diese, nur durch
das Vorzeichen unterschiedlichen Variablen, als unterschiedliche Ausdriicke
wahr. Variable ist ein Symbol, wirend -Variable als —1 % Symbol und
somit als Multiplikation interpretiert wird. Einfache Ersetzungen finden
somit nicht statt, weil alle Variablen mit negativem Vorzeichen nicht gefun-
den werden. Diese Funktion bereinigt das Problem und ersetzt Variablen
egal welchen Vorzeichens mit den entsprechen Ersetzungen.

vor [zed— > ] ersetzt die Variable zed mit 3 und -zed mit —3.

Writel[]
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schreibt Output in die Ausgabedatei.
Format: Write["Ausgabedatei"”, Ausdruck]
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Anhang C

MATHEMATICA-Notebook zur
Berechnung der Ableitungen

In diesem Anhang ist das das verwendete MATHEMATICA-Notebook zur
Berechnung der Ableitungen fiir die Erstellung der Jacobi-Matrix beigefiigt. Es
ist unter http://www.astro.univie.ac.at/"“dorfi nach Beantragung eines
Passwortes unter kittel@astro.univie.ac.at downloadbar.

Das Notebook ist selbsterkldrend, Kommentare, Erlauterungen und Beschrei-
bungen finden sich innerhalb des Codes. Fiir alle weiteren Fragen siehe Hauptteil
dieser Arbeit.
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Abbildung C.1: Notebook dev_8.2.nb

dev 8.2.nb

Ableitungen des 1D-Modells mit geeignetem
Output:

author: Kittel Matthias
date: 09 04 03

modified: 1004 03
=>gesamter Output,Poisson eingebaut
1404 03
=>Sbleitungsliste eingebaut,Ableitungen eingebaut
=>Dateiabfrage vor Rechnungsbeginn eingebaut
1504 03
=>Einbau Ableitungen in Ausgabe-file
28 04 03=>ToString der Ausgabe
=>Variablenersetzen nach ToString
=>bei Ableitugswert=0,kein Output
2904 03
=>Erweiterung logfile
=>in Output.bei real-Zahlen eingefuegt
=>Ausgabe der Gleichungen in die Output-Files
17 06 03
=>Modell mit 5 Gleichungen (Gitter-,Kontinuitaets-,Bewegungs,Energie-und Poisson-Gleichung)
ohne Viskositaet und Strahlung
=>Leerzeilen im Output nach jedem Ableitungseintrag
18 06 03
=>Filbezeichner,Subroutinebezeichner eingebaut
=>Ausgabe in hivek_mathe
20 06 03
=>Reorganisation der einzelnen Code-Bereich
=>Dokumentationsausweitung
210603
=>Einbau Kontinuitaetsgleichung
04 09 03
=>Aenderung des Paramenters off in aus
=>Variablenumbenennung
=>Laden der Packages DoFor und ShdNom
09 09 03
=>Umstrkturierung und Vereinfachung
=>Output-Verbesserung
=>Einbau Vorzeichenregel
=>Einbau Optionen von Simplify
=>Log-file Erweiterung
=> Dokumentationserweiterung
2209 03
=> weitere Umstrukturierungen
3009 03

zeitlicher Verlauf der Entstehung des Notebooks
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dev_8.2.nb

=> Dokumentation, lay-out notebook
011003
=> Einbau G[4]
021003
=> Umkehrung Simplify- und change-Befehl
=> Einbau neuer Hilfsvariblen
=> Einbau der Anweisungen
051003
=> erneueerstes Modul DoFor.m
=> Gleichungseingabe geaendert
08 10 03
=> numerischer Output verbessert

141003

=> Stringlaenge fuer Dateiabschluss vergroessert, beginn kontinuitaetsgleichung
291003

=> Fertigstellung Gleichungssystem (Hydrodynamik, zeitlich zentriert)
3010 03

=> Erweiterung logbereich

purpose: errechnet Ableitungen (Jacobi-Matrix) fuer das 1D-Modell fuer die Gleichungen mr,md,mm,mu,me ohne
Strahlung und ohne Viskositaet

.) Setzen des Rechenverzeichnisses (in diesem Verzeichnis werden die erzeugten Files gespeichert) - Setdirectory g
.) Modellnummerbezeichnung (Bezeichnung optional fuer Dokumentation)- modell

.) Einstellen der Anzahl der Zeichen pro Zeile (Pagewidth), bezieht sich auf den verwendeten FORTRAN-Compiler
- pagewidth

.) Ausschalten der Warnings und Fehlermeldungen (um unnoetige beeps zu vermeiden) - off: O:aus, 1:ein

.) Loeschen der bestehenden Files im Arbeitsverzeichnis (sollen die bestehen Files geloescht werden, wenn nicht
bricht das Programm bei existierenden Files ab, Schalter, um versehentliches Loeschen der erzeugten Files zu
vermeiden)- loeschen: 0:aus, 1:ein

.) Anlegen eines Logfiles (in diesem Logfile werden Datum, Uhrzeit, Modellnummer und Pagewidth abgespeichert)
- logfile: O:aus, 1:ein

.) Anzahl der Gleichungen (optional, im Moment nur ng=5 ohne Strahlungsterme fuer neue Diskretisierung verwed-
bar) - ng: {5,7,8}

.) Fuer den Tag Simplify werden Optionen gesetzt: winkel...Winkelfunktionen werden bei der Berechnung berueck-
sichtig: O:aus, 1:ein, zeit: Zeit fuer die maximale Berechnungsdauer fuer Simplify in Sekunden

.) Dieses notebook benoetigt folgedes Modul: ShdNom.m.

Alle Erlaeuterungen sind als Text innerhalb dieses Notebooks angegeben, Kommentare sind blau unterlegt, editier-
bare Zellen sind grau unterlegt und schwarz gerahmt. Alle weiss unterlegten Zellen sind gesperrt und sollten nicht
edidiert werden.

Anweisungen zur Benutzung sind auf gelben Hintergrund gehalten.

Hier sind die Umgebungsvariablen fuer die Benuetzung des Notebooks einzugeben. Alle Variablen sind vor Star
der Evaluation richtig zu setzen, siche Kommentare.

Erlduterungen zur Benutzung
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dev_8.2.nb

SetDirectory["/home/kittel/dipl/
mathematica/lD/rho_neu/devdata"];
(* Arbeitsverzeichnis, ist einzugeben *)
<< ShdNom" ;
(* Laden des Moduls ShdNom.m %)
dos =0;
(#* Switch fuer Art des Betriebssystems *)

modell =1; (* Modellnummer =*)
pagewidth = 55; (# Zeilenlaenge *)
aus = 1;

(* Switch fuer das Ausschalten der
Warnings bei Namensgleichheiten *)

loeschen =1; (* Switch fuer das
Loeschen der bereits exisiterenden Files %)

logfile=1;

(#* Switch fuer das Erstellen eines Logfiles =*)

winkel =0; (* Switch

fuer die Option Trig bei Simplify,
Berechnung mit oder ohne Winkelfunktionen =)
zeit = 25; (* Switch fuer die
Option TimeConstraint bei Simplify =*)
ng=>5;
(#* Anzahl der Gleichungen *)
logtxt = "hydro, zz, ohne visko";
(* Infotext zum gerechneten
Modell x)

Abfrage der Parameterwerte und Kontrollausgabe, Schreiben des Logfiles, Abfrage ob bestehende Ausgabefiles

geloescht werden sollen

Einstellungen und Filehandling

98

f



dev_8.2.nb

Liste der internen Variablen (Stuetzstellen), nach denen abgeleitet wird. dev8...8 Gleichungen, dev7...7 Gleichun-

If[logfile=1,
logout = OpenWrite["logfile"];
Write[logout, "Datum:", Date[]];
Write[logout, "Modellnummer:" , modell];
Write[logout, "Gleichungen:", ng];
Write[logout, "Zeilenbreite:", pagewidth];
Write[logout, "Off-Befehl:", aus, "-> 0...aus, 1l...ein"];
Write[logout, "Winkelfunktionen:", winkel, "-> 0...aus, 1l...ein"];
Write[logout, "Simplify-Zeit:", zeit, "Sekunden"];
Close[logout] ;]
Print["Dos wurde auf ", dos, " gesetzt."];
Print["Off wurde auf ", aus, " gesetzt."];
If[aus == 1, Off[General::spell, General::spelll]]
Print["Loeschen wurde auf ", loeschen, " gesetzt."]
If [loeschen==1 && dos=0, Run["rm *.£90"],
If[FileNames[] # {},
Print["Speicherung der Files?!"]; Exit[];]];
If [loeschen==1 && dos =1, Run["del %.£90"]];
If[winkel == 0, SetOptions[Simplify, Trig - False]];
SetOptions[Simplify, TimeConstraint » zeit];

Dos wurde auf 0 gesetzt.
Off wurde auf 1 gesetzt.

Loeschen wurde auf 1 gesetzt.

gen, dev5...5 Gleichungen
xlmr ... x bedeutet Variable, 1 ist die Stuetzstelle, mr steht fuer Radius

ImIT

mm ..
md ...
.. Geschwindigkeit

... Stuetzstelle 1-2, alle anderen entsprechend, p steht fuer +

. Masse
Dichte

.. innere Energie

.. Strahlungsenergie
.. Strahlungsfluss

.. Konvektion

Logfile-Output und weitere Erlduterungen
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dev_8.2.nb

dev8 = {x1mIImr, xlmImr, xlmr, xlpImr, xlpIImr,
XImITmm, xlmImm, xlmm, xlpImm, xlpIImm,
x1mITImd, xlmImd, xlmd, xlpImd, x1lpIImd,
xImITmu, x1lmImu, xlmu, xlpImu, xlpIImu,
xXx1mIIme, xlmIme, xlme, xlpIme, xlpIIme,
xX1ImIImj, x1lmImj, x1lmj, xlpImj, x1lpIImj,
x1mITmh, x1lmImh, xlmh, xlpImh, xlpIImh,
x1mITmk, xlmImk, xlmk, xlpImk, xlpIImk};
dev7 = {x1lmIImr, xlmImr, xlmr, xlpImr, xlpIImr,
XImIImm, x1lmImm, xlmm, xlpImm, xlpIImm,
xX1ImIImd, x1mImd, xlmd, xlpImd, xlpIImd,
xImITmu, xlmImu, xlmu, xlpImu, xlpIImu,
x1mITme, xlmIme, xlme, xlpIme, xlpIIme,
xX1mIImj, x1lmImj, xlmj, xlpIm]j, x1lpIImj,
x1mIImh, x1lmImh, xlmh, xlpImh, xlpIImh};
dev5 = {x1lmIImr, xlmImr, xlmr, xlpImr, xlpIImr,
XImIImm, x1lmImm, xlmm, xlpImm, xlpIImm,
x1mIIThmd, xlmhmd, xlphmd, xlpIIThmd, xlpVhmd,
XImIImu, x1lmImu, xlmu, xlpImu, xlpIImu,
x1mIIThme, xlmhme, xlphme, xlpIIThme, xlpVhme};
If[ng == 8, devanzahl = dev8,
If[ng == 7, devanzahl = dev7, devanzahl = dev5]];

Hier sind nun die Gleichungen einzugeben. Fuer jede dieser Gleichungen gibt es ein grau unterlegtes Feld.

Gittergleichung: E 1
G[1] =0;
Poisson-Gleichung: H ]

G[2]

(x1lmm - x1pImm) - x1phmd x dvolph;

Kontinuitaetsgleichung E W

Definition der Variablen nach denen abgeleitet wird, sowie die ersten beiden Gleichungen
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G[3] = (xlphmd * dvolph - xalphmd * dvolaph) +
mur2dl *
(x1phmd * sadsph + (1 - sadsph) * x1mhmd) -
mur2dlpI * (sadspIITh * x1pIIThmd +
(1 - sadspIIIh) *xlphmd) ;

Bewegungsgleichung:

G[4] = (x1mu * vecmd * dvoll - xalmu * vecamd * dvolal) +
mur2dmlmh * (sadv * (vecmd * x1lmu) +
(1 - sadv) * ((vecmdmI * x1mImu))) -
mur2dmlph * (sadvpI * (vecmdpI * x1pImu) +
(1 - sadvpI) *» (vecmd * x1mu) ) +
x1lmr? » tst » (prgzmh - prgzph) +

G * x1mm
———— xvecmd ¥ dvoll x tst;

x1lmr?

Energiegleichung:

G[5] = (x1phmd * x1phme * dvolph -
xalphmd * xalphme * dvolaph) +
mur2dl » (x1phmd * x1phme * sadsph +
(1 - sadsph) * x1mhmd * x1mhme) -
mur2dlpI * (sadspIITh * x1pIIThmd * x1pIIThme +
(1 - sadspIIIh) * x1phmd * x1phme) +
prgzph * tst * (x1mr? * x1mu - x1pImr? * x1pImu) ;

Strahlungsenergiegleichung:

G[6] = 0;

Strahlungsflussgleichung:

G[7] =0;

Konvektionsgleichung:

Gleichungen 3 bis 7

101

——A X C—A X 0
|

[ -
1




dev_8.2.nb

G[8] =0;

Variablenbezeichner (setzt die im SHD-Code verwendeten Bezeichnungen fuer die Art der Gleichung):

Vb[l] = "MR"; Vb[2] = "MM"; Vb[3] = "MD" ; Vb[4] = "MU";
Vb[5] "ME" ; Vb[G] = "MJ"; Vb[7] = "MH"; Vb[8] = "MK";

Filebezeichner (belegt die Namen der FORTRAN90/95-files, die in den Code gelinkt werden):

Fb[1] = "mr.£90"; Fb[2] = "mm.£90"; Fb[3] = "md.£90"; Fb[4] = "mu.£90";
Fb[5] = "me.£90"; Fb[6] = "mj.£90"; Fb[7] = "mh.£90"; Fb[8] = "mk.£90";

Subroutinebezeichner (bezeichnet die Namen der Subroutinen, wie im SHD-Code verwendet):

Sb[1] =" EQGRID (L)"; Sb[2] =" EQMAS (L)";
Sb[3] =" EQKONT (L)"; Sb[4] =" EQMOT (L)"; Sb[5] =" EQENE (L)";
Sb[6] =" EQSENE (L)"; Sb[7] =" EQSFLX (L)"; Fb[8] =" EQKONV (L)";

Vorzeichenregel und Vorzeichenwechselfunktion:

vor[rule_] := Table[(-1)*rule[[1]] » (-1)! rule[[2]], {i, 1, 2}];

(* Vorzeichenregel, erstellt eine Liste, in der die Ersetzungsregeln fuer

Werte mit positiven und negativen Vorzeichen eingetragen sind x)

Hier werden alle numerischen Konstanten eingegeben, die ganzahligen oder rationalen Wertem entsprechen und in

PHYSKO (SHD-Code) definiert sind.

fortconst[x ] := ToString [FortranForm[

=

N[x /. vor[ —>zed] /. vor[%-»zzd] /.

3

vor[% - zes|| /.vor[l.-zl] /.

vor[2. » z2] /. vor[3. » z3] /.
vor[4. » z4] /. vor[5. » z5] /.
vor[6. » z6] /.vor[7.-»27] |];

4 5
vor[g—)zvd] /. vor[;—»zfz] /.

vor[%-»zfd] /. vor[%—»zev] /.

Gleichung 8, Definitionen fiir den Output, Funktion fortconst[]
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Alle Ersetzungsregeln sind hier einzugeben. Jeder Hilfsvariable wird eine neue Bezeichnung zugeordnet, um das
spaetere Ersetzen zu ermoglichen. Das passiert schon an dieser Stelle, damit die Ersetzungen auch schon Wirkung

auf die Gleichungen selbst haben.
Folgende Syntax ist zu befolgen: ... /. vor[ersetz] -> ersetz2]

change([x ] :=
x /. vor[dvolph » dvolsca] /. vor[dvoll -
dvolvec] /.
vor [vecmd -» xvecmd] /.
vor [vecmdmI - xvecmdmI] /.
vor [vecmdpI - xvecmdpI] /.
vor[drdrei - dkub] /.
vor [drdreipI - dkubpI] /.
vor [drdreimI - dkubmI] /.
vor[differl -» diffl] /.
vor[differ2 » diff2] /.
vor[differ3 -» diff3] /.
vor [mur2dl -» ur2dl] /.
vor [mur2dlpI - ur2dlpI] /.
vor[dvolaph -» dvolasca] /.
vor [dvolal » dvolavec] /.
vor [vecamd -» xvecamd] /.
vor [
mur2dmlmh -
ur2dmlmh] /.
vor [mur2dmlph -» ur2dmlph] ;
(* dazugehoerige Vorzeichenwechselfunktion,
ersetzt Werte mit beiderlei Vorzeichen =*)

Ausgabe der Gleichungen im FORTRANO90/95-Standard:

Funktion changel[]
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Do[outeqgs = OpenWrite[Fb[i], PageWidth » pagewidth];

Write[outegs,
Write[outegs,
Write[outegs,
Write[outegs,
Write[outeqgs,
Write[outegs,
Write[outegs,
Write[outegs,
Write[outeqgs,
Write[outegs,
Write[outegs,

"subroutine ", Sb[i]];
nn ] ,.

"1SHD-Gleichungen und Ableitungen nach den Variablen"];
"!Ersetzung von Sonderzeichen:"];

"1Backslash durch blank&"];
"1Anfuehrungszeichen mit blank"];

"1Header:"];

Write[outegs, "!Modell = ", modell];
Write[outeqgs, StringJoin["!Info: ", logtxt]];
Write[outeqgs, "!Datum: ", Date[]];

Write[outegs, "!--- - -\ - - - - - - "1;
Write[outeqgs, ""];

Write[outeqgs, "use alles"];

Write[outeqgs, "use PHYSKO"];

Write[outegs, ""];
Write[outeqgs, "G(", Vb[i], ",L)=",
ToUpperCase[shd[fortconst[change[G[i]]]]1]1]~

Write[outegs, ""];

Close[Fb[i]];, {i, 1, ng}]

Hilfsvariablen fuer die Gleichungen:

Alle gewuenschten Hilfsvariablen muessen hier eingetragen werden und zwar mit dem Variablennamen, die in den

Gleichungen vorkommen beziehungsweise in den Ersetzungsregeln an erster Stelle stehen. Kommentare sin hier

unbedingt notwendig.

vecmd = (xlphmd (x1mr® - x1pImr3) +
x1lmhmd (x1mImr3 - x1mr®)) / (x1lmImz3 - xlpImr3) g
(* Dichte am Zellenrand, vektorielle Groesse *)
vecamd = (xalphmd (xalmr? - xalpImr3) + xalmhmd
(xalmImr3 - xalmr3)) / (xalmImr® - xalpImr3) g
(* Dichte am Zellenrand, vektorielle
Groesse zum alten Zeitpunkt =*)

1
dvoll = E (xlmImr3 - xlpImr3) g
(# Volumen am Zellenrand, gemittelte Groesse ¥*)
1
dvolal = Z (xalmImr3 - xalpImr3) g

(* Volumen am Zellenrand,

Header der Ausgabefiles der Ableitungen, Definiton der Hilfsvariablen
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10

gemittelte Groesse zum alten Zeitpunkt x)

1
dvolph = 3 (x1mr3 - x1pImr3) ;

1
dvolaph = El (xalmr® - xalpImr®) ;

(* Volumen in der Zellmitte,

alte Zeit, skalare Groesse x)
drdrei = (x1mr® - xalmr3) ;

(* temporaere Volumensaenderung =*)
differl = (xlmImr® - xlpImr3);

(#* kubische Differenz 1 =)
differ2 = (xlmImr3 - xlmr3);

(# kubische Differenz 2 x)
differ3 = (xlmr? - xlpImr3);

(* kubische Differenz 3 %)

mur2dl = (zz * x1lmu + zm * xalmu) * tst*

1
(zz *x1mr? + zm % xalmr?) - E * drdrei;

mur2dlpl = (zz * xlpImu + zm * xalpImu) =*
tst* (zz *xlpImr2 + zZm * xalpImrz) -

1 3 3
g * (x1pImr® - xalpImr’) ;

mur2dlmI = (zz * Xx1mImu + zm * xalmImu) =*

tst* (zz*xlmImr? + zm % xalmImr?) -

1 3 3
E * (x1lmImr” - xalmImr”) ;
1
mur2dmlmh = = (mur2dl + mur2dlmI) ;

1
mur2dmlph = = (mur2dl + mur2dlpI) ;

(* Volumen in der Zellmitte, skalare Groesse *)

File der Hilfsvektoren:"hivek_mathe.fo0"

weitere Hilfsvariablen
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hivout = OpenWrite["hivek mathe.f90", PageWidth - 130]; (» Kopf des Files x)
Write[hivout, "subroutine hivek mathe"];

Write[hivout, ""];

Write[hivout, "!Hilfsvektoren fuer die Ableitungen der Gleichungen"];
Write[hivout, "!-=----em e "]

Write[hivout, "!Ersetzung von Sonderzeichen:"];

Write[hivout, "!Backslash durch blank&"];

Write[hivout, "!Anfuehrungszeichen mit blank"];

Write[hivout, "!--- === - == - "]

Write[hivout, ""];

Write[hivout, "!- - -\ - - - - - - - - o~ "1;
Write[hivout, "!Header:"];

Write[hivout, "!Modell = ", modell];
Write[hivout, StringJoin["!Info: ", logtxt]];
Write[hivout, "!Datum: ", Date[]];

Write[hivout, "!--------- "1;

Write[hivout, ""];
Write[hivout, "use alles"];
Write[hivout, "use PHYSKO"];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "IMPLICIT NONE"];
Write[hivout, ""];
Close[hivout];

Hier wird das File fuer die Hilfsvariablen zusammengestellt. Die Variablen werden hier so benannt wie im SHD-
Code verwendet (Uberpruefung mit dem Modul ShdNom.m notwendig. Desweiteren ist auch darauf zu achten die
richtigen Schleifengrenzen zu setzen. Vor den Hilfsvariablen ist jeweils shd[fort[]] zu setzen.

hivout = OpenAppend [
"hivek mathe.f90", PageWidth - pagewidth];
Write[hivout, "INTEGER :: L"];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DO L=1,NPT"];
(* Schleife von 1 bis
Maximalzahl (NPT, siehe SHD-Code) =*)
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DRDREI (L)=", shd[fortconst]
(x1mr - xalmr) (x1lmr? + xlmr * xalmr + xalmr?)]]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "ENDDO"];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DO L=1,NPM"];
(* Schleife von 1 bis Maximalzahl-

Header der Hilfsvariablendatei, sowie Ausgabe der Hilfsvariablen

106




dev_8.2.nb

12

1 (NPM, siehe SHD-Code) =*)
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DVOLSCA (L)=",

1
shd[fortconst| 3 (x1mr - x1pImr)

(xlmr2 + x1mr * x1pImr + xlpImrz) ] ] ] 2
Write[hivout, ""];
Write hivout, "DVOLASCA (L)=",

1
shd[fortconst| 3 (xalmr - xalpImr)

(xalmr? + xalmr * xalpImr + xalpImr?) ] ] ] g
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DIFF3 (L)=",
shd[fortconst[ (x1mr - x1pImr)
(x1mr? + x1mr % x1pImr + x1pImr?)]]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "ENDDO"];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DO L=2,NPM"];
(* Schleife von 2 bis Maximalzahl-
1 (NPM, siehe SHD-Code) =*)
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DVOLVEC (L)=",

1
shd[fortconst| 5 (x1pImr - x1mImr)

(x1pImr? + x1pImr « xlmImr + x1mImr?) |]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DVOLAVEC (L)=",

1
shd[fortconst| 5 (xalpImr - xalmImr)

(xalpImr? + xalpImr * xalmImr + xalmImr?) ] ] ] ;

Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DIFF1l (L)=",
shd[fortconst[ (x1mImr - x1pImr)

Ausgabe weiterer Hilfsvariablen
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(x1mImr? + x1mImr * x1pImr + x1pImr?)]]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "VECMD (L)=",
shd[fortconst[ (x1phmd (x1mr - x1pImr)
(x1mr? + x1mr % x1pImr + x1pImr?) +
x1lmhmd (x1lmImr - xlmr) (xlmImr? +
x1mImr % x1mr + x1mr?)) / ((x1lmImr - x1pImr)
(x1mImr? + x1mImr * x1pImr + x1pImr?))]]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "VECAMD (L)=",
shd[fortconst[ (xalphmd (xalmr - xalpImr)
(xalmr? + xalmr * xalpImr + xalpImr?) +
xalmhmd (xalmImr - xalmr)
(xalmImr? + xalmImr * xalmr + xalmr?)) /
((xalmImr - xalpImr) (xalmImr2 +
xalmImr * xalpImr + xalpIer) Y111+
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "ENDDO"] ;
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DO L=2,NPT"];
(* Schleife von 2 bis
Maximalzahl (NPT, siehe SHD-Code) =*)
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "DIFF2 (L)=",
shd[fortconst[ (x1mImr - x1mr)
(x1mImr? + x1mImr * x1lmr + x1mr?)]]];
Write[hivout, ""];
Write[hivout, "ENDDO"] ;
Close[hivout] ;

hivout = OpenAppend["hivek_mathe.f90", PageWidth - 130];
(* Abschluss des Files %)

Write[hivout, ""];

Write[hivout, "end subroutine hivek mathe"];
Close[hivout];

Aufstellen der Jacobi-Matrix!

Ausgabe der restlichen Hilfsvariablen, sowie Footer der Hilfsvariablendatei
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m=Table[D[G[i], devanzahl[[]j]]], {i, 1, ng}, {j, 1, 5*ng}];
(* Ableitung der Gleichungen nach allen Variablen,
danach mathematische Vereinfachungen, zuletzt Aufstellen der Matrix x)

(*shd[fort[change[Simplify[D[G[4] ,devanzahl[[2]]]]11]]
shd[fort[Simplify[change[D[G[4] ,devanzahl[[2]]]]1]]]*)

Stuetzstellenindizes (notwendig fuer korrekte Berechnungen im SHD-Code):
IL..L-2

IM...L-1

IN..L

IP ... L+1

IQ..L+2

Ss[1] = "IL"; Ss[2] = "IM"; Ss[3] = "IN"; Ss[4] = "IP"; S8s[5] = "IQ";
Ausgabe in die zugehoerigen Files (Schleife ueber alle Ausgabefiles):

Do[
If[Vb[il] = "MR",
outmr = OpenAppend[Fb[1l], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]] # "O",

Write[outmr, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, )", "=",
ToUppercase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]1]111111~
Write[outmr, ""]];

Close["mr.£90"];];

If[Vb[il] = "MM",
outmm = OpenAppend[Fb[2], PageWidth » pagewidth] ;
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +1i3]]] # "O",

Write[outmm, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, ")", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]1]111111~

Write[outmm, ""]];

Close["mm.£90"];];

If[Vb[il] == "MD",
outmd = OpenAppend[Fb[3], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]] # "O",

Write[outmd, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, ")", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]1]11111~

Write[outmd, ""]];

Close["md.£90"];];

If[Vb[il] = "MU",
outmu = OpenAppend[Fb[4], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]] # "0O",

Write[outmu, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, ")", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]111111:

Write[outmu, ""]];

Close["mu.£90"];];

If[Vb[il] = "ME",
outme = OpenAppend[Fb[5], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]] # "O",

Write[outme, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, M)", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]1]111111~

Write[outme, ""]];

Close["me.£f90"];];

Berechnung der Ableitungen und Ausgabe der Ergebinsse
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If[Vb[il] = "MJ",
outmj = OpenAppend[Fb[6] , PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]] # "O",
Write[outmj, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, ")", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]1]11111~
Write[outmj, ""]1];
Close["mj.£90"];];
If[Vb[il] == "MH",
outmh = OpenAppend[Fb[7], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m([[il, 5% (i2-1) +1i3]]] # "O",
Write[outmh, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, ")", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]1]111111~
Write[outmh, ""]];
Close["mh.£90"];];
If[Vb[il] = "MK",
outmk = OpenAppend[Fb[8], PageWidth » pagewidth];
If[ToString[m[[il, 5% (i2-1) +i3]]] # "O",
Write[outmk, "DG(", Vb[il], ",", Vb[i2], ",", Ss[i3], ",", L, M)", "=",
ToUpperCase[shd[fortconst[Simplify[change[m[[il, 5 (i2-1) +i3]]111111:
Write[outmk, ""]];
Close["mk.£90"];]
, {i1, 1, ng}, {i2, 1, ng}, {i3, 1, 5}1;

Schliessen der Ausgabefiles:

Do[outeqs = OpenAppend[Fb[i] , PageWidth -» pagewidth];
Write[outegs, ""];
Write[outegs, ""];
Write[outegs, "end subroutine", StringTake[Sb[i], 7]];
Close[Fb[i]];, {i, 1, ng}];

Loeschen der Variablenbelegung
Zum Abschluss sind die Hilfsvariablenbelegungen fuer den naechsten Rechengang zu loeschen, die Variablenna-

men sind die in den Gleichungen vorkommenden beziehungsweise, die in den Ersetzungsregeln an erster stelle
stehenden.

Clear[dvolph, dvoll, vecmd, vecmdpI, vecmdmI,
drdrei, drdreipI, drdreimI, differl,
differ2, differ3, mur2dlpI, mur2dl, dvolaph,
dvolal, vecamd , mur2dmlmh, mur2dmlph] ;

restliche Ergebisausgabe, Footer der Ausgabedatei sowie Loschen der Hilfsvariablenbelegung
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Anhang D
ShdNom.m

Um die Variablenkonvention des SHD-Codes zu gewihrleisten miissen die Va-
riablennamen der in MATHEMATICA verwendeten Befehle umgewandelt werden.
Da bestimmte Zeichen wie das Pluszeichen oder runde Klammern in Matematica
nicht als Variablenbezeichnungen zugelassen sind, diese aber in FORTRAN er-
laubt und im SHD-Code in Verwendung sind, ist es Aufgabe dieses Moduls, das
im Notebook gelinkt ist, fiir die korrekte Ersetzung der Variablen zu sorgen. Fiir
jede im Notebook verwendete Variable gibt es eine Entsprechung im SHD-Code,
die hier aufgelistet sein muss. Besondere Achtsamkeit ist bei neu eingefiihrten
Hilfsvariablen gegeben, da diese unbedingt hier eingetragen werden miissen.

BeginPackage ["ShdNom‘ "]

shd: :usage = "Transformation der internen Mathematicavariablen
in die im Wiener SHD-Code verwendeten FORTRAN-Variablen,
darueber hinaus Ersetzen von redundantem FORTRAN-Code wie **1"

(*

Fuer die Ersetzungsregeln gibt es im Allgemeinen keine
vorgeschriebe Reihenfolge. Auf zwei Dinge ist allerdings

zu achten. Erstens, dass bei Ersetzungen von Variablen

mit einer uebereinstimmenden Anzahl von Buchstaben, wie

sadv und sadvpl, zuerst IMMER die LAENGERE Variable

ersetzt wird. Zweitens sollten zuerst immer die Variablenname,
dann der redundante FORTRAN-Code und zuletzt die Brueche
ersetzt werden.

*)

Begin[" ‘Private ‘"]
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noml = "xIlmImr" -> "X(L-1,MR)";
nom2 = "xlmm" -> "X(L,MM)";

nom3 = "x1lpImm" -> "X(L+1,MM)";
nom4 = "xlphmd" -> "X(L,MD)";

nom5 = "dvolvec" -> "DVOLVEC (L)";
nom6 = "xlpImr" -> "X(L+1,MR)";
nom7 = "dvolsca'" -> "DVOLSCA (L)";
nom8 = "xlmr" -> "X(L,MR)";

nom9 = "x1pImm" -> "X(L+1,MM)";
noml0 = "xlmhmd" -> "X(L-1,MD)";
nomll = "xlpImr" -> "X(L+1,MR)";
noml2 = "xImIImr" -> "X(L-2,MR)";
nom13 = "x1pIImr" -> "X(L+2,MR)";
noml4 = "xalmImr" -> "XA(L-1,MR)";
noml5 = "xalmr" -> "XA(L,MR)";
noml6 = "xalpImr" -> "XA(L+1,MR)";

nom161 = "xalmhmd" -> "XA(L-1,MD)";

nom162 = "xalphmd" -> "XA(L,MD)";
nom163 = "xvecmdmI" -> "VECMD (L-1)";
noml64 = "dvolavec" -> "DVOLAVEC (L)";
nom165 = "xalmu" -> "XA(L,MU)";
noml66 = "xvecamd" —-> "VECAMD (L)";
nom169 = "xvecmdpI" -> "VECMD (L+1)";
noml70 = "xvecmd" -> "VECMD (L)";
noml71 = "ur2dmlmh" -> "ur2dm (1-1)";
noml72 = "ur2dmlph" -> "ur2dm (1)";
nom173 = "sadvpIl" -> "sadv (1+1)";
noml74 = "sadv" -> "sadv (1)";

nom175 = "xlphme" -> "X(L,ME)";
noml76 = "xalphme" -> "XA(L,ME)";
noml77 = "xalmImu" -> "XA(1-1,MU)";
noml16 = "xalmd" -> "XA(L,Md)";
noml17 = "x1md" -> "X(L,MD)";

nom118 = "x1lpImd" -> "X(1+1,md)";
nom119 = "x1pIImd" -> "X(1+2,md)";
nom120 = "xImImd" -> "X(1-1,md)";
nomi121 = "xImIImd" —> "X(1-2,md)";
noml123 = "ur2dl" -> "ur2d (1)";
nom122 = "ur2dlpI" -> "ur2d (1+1)";
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noml24
noml125

nom127
noml28

noml7
nomi8
nomi9
nom20
nom21
nom22
nom23
nom24
nom25
nom26
nom27
nom28
nom29
nom30
nom31
nom32
nom33
nom34
nom35
nom36
nom37
nom38
nom39

= ”sadsph” -> ”Sad (1)";
"sadspIIIh" -> "Sad (1+1)";

"xalpImu" -> "XA(L+1,MU)";
"xalmu" -> "XA(1l,mu)";

"x1pIIThmd" -> "X(L+1,MD)";
IIPIII -> IIPIII .

uG" -> "GRAV;

"alpha" -> "ALPHA";

"beta" -> "BETA";

"gst" -> "TST";

"xvecmdmI" -> "VECMD(L-1)";
"xvecmdpI" -> "VECMD(L+1)";
"xvecmd" -> "VECMD(L)";
"xlmu" -> "X(L,MU)";
"x1pImu" -> "X(L+1,MO)";
"xlmImu" -> "X(L-1,MU)";
"dkubmI" -> "DDREI(L-1)";
"dkubpI" -> "DDREI(L+1)";
"dkub" -> "DR3(L)";
"prgzph" -> "prgz (L)";
"prgzmh" -> "prgz (L-1)";
"x1mITIThmd" -> "X(L-2,MD)";
"diff1" -> "DIFF1 (L)";
"diff2" -> "DIFF2 (L)";
"diff3" -> "DIFF3 (L)";
"ddrei" -> "dr3 (1)";
"dvolasca" -> "dvolasca (1)";

(¥ Variablenersetzungsregeln *)

numl =
num?2 =
num3 =
numé4 =
numé4 =
numé4 =

gzl " => uu;
")*21" -> u)n;
"Zl*(" -> u(n;

"12.566370614359172" -> "4 xPI";
"6.283185307179586" -> "2.%PI";
"3.141592653589793" -> "PI";

(* Ersetzungsregeln fuer redundanten FORTRAN-Code

bruchi
bruch2

Ilzedll _> "213”;
Ilzzdll _> "223” ;
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bruch3 = '"zvd" -> "z43";

bruch4 = "zfz" -> "z52";
bruchb = "zfd" -> "z53";
bruch6 = "zev" -> "z34";
bruch7 = '"zes" -> "z16";

(* Ersetzungsregeln fuer spezielle PHYSKO-Variablen (Brueche) *)

nom[x_] := StringReplace[x, {noml, nom2, nom3, nom4, nom5, nom6, nom7,
nom8, nom9, nomi0, nomll, noml2, nomi13, nomil4, noml5, noml6, noml61,
noml162, nom163, noml164, nom165, noml166, nom169, noml70, noml71, noml72,
noml73, noml74, noml75, noml176, noml77, noml7, nomi8, noml9, nom20, nom21,
nom22, nom23, nom24, nom25, nom26, nom27, nom28, nom29, nom30, nom31,
nom32, nom33, nom34, nom35, nom36, nom37, nom38, nom39, nomll6, nomi22,
nom123, nomi24, nomi25, noml127, nomi28 1}];

num[x_] := StringReplacel[x, {numl, num2, num3, num4, num5, numé6}];

bruch[x_] := StringReplace[x, {bruchl, bruch2, bruch3, bruch4,
bruchb5, bruch6, bruch7}];

(* Ersetzungsfunktionen *)

shd[x_] := bruch[num[nom[x]]];

(* Transformationsfunktion *)

Print["Das Modul Shd.m wurde durchlaufen"];
(* Bestaetigung der Ausfuehrung des Moduls *)
End []

EndPackage[]
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Anhang E

Output des
MATHEMATICA-Notebooks

Der Output des MATHEMATICA-Programms ist so gestaltet, dass im Fall der
Maximalgleichungsanzahl acht (im reinen hydrodynamischen Fall fiinf) Files fiir
die Gleichungen und deren Ableitungen, sowie ein File fiir die Hilfsvektoren, die
die anderen Files verwenden, erzeugt werden. Das Format der erzeugten Files
entspricht dem Aufbau einer FORTRAN90/95-Subroutine. Dadurch ist es leicht
moglich, diese Dateien in den SHD-Code einzubauen.

Die Namen der Files sind wie folgt:

e hivek mathe.f90 - File fiir die Hilfsvektoren

e mr.f90 - Gittergleichung und Ableitungen

e mm.f90 - Poisson-Gleichung und Ableitungen

e md.f90 - Kontinuititsgleichung und Ableitungen

e mu.f90 - Geschwindigkeitsgleichung und Ableitungen

e me.f90 - Energiegleichung und Ableitungen

e mj.f90 - Strahlungsenergiedichtegleichung und Ableitungen
e mh.f90 - Strahlungsflussgleichung und Ableitungen

e mk.f90 - Strahlungsdruckgleichung und Ableitungen

Da der gesamte Output in Strings vom ASII-Format erfolgt, maskiert
MATHEMATICA den gesamten Text mit Anfiihrungszeichen (”), das Zeilenfort-
setzungszeichen ist der Backslash (\). Um die Anfithrungszeichen zu eliminieren
und das korrekte Zeilenfortsetzungszeichen fiir FORTRAN90/95 (&) einzusetzen
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werden die Ausgabedateien nachbearbeitet. Mit dem Shellscript reinigen werde
die entsprechenden Ersetzungen vorgenommen.
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E.1 hivek_mathe.f90

subroutine hivek_mathe
'Hilfsvektoren fuer die Ableitungen der Gleichungen
'Ersetzung von Sonderzeichen:

!Backslash durch blank&
'Anfuehrungszeichen mit blank

'Header:

IModell =1

!Info: hydro, zz, ohne visko
IDatum: {2003, 10, 30, 21, 28, 35}

use alles

use PHYSKO
IMPLICIT NONE
INTEGER :: L
DO L=1,NPT

DRDREI (L)=(XA(L,MR)*%2 + XA(L,MR)*X(L,MR) + &
X(L,MR) **2) * (X(L,MR) - XA(L,MR))

ENDDO
DO L=1,NPM

DVOLSCA (L)=(X(L,MR)**2 + X(L,MR)*X(L+1,MR) + &
X(L+1,MR)**2) *(X(L,MR) - X(L+1,MR))*z13

DVOLASCA (L)=(XA(L,MR)*x2 + XA(L,MR)*XA(L+1,MR) + &
XA(L+1,MR)**2)*(XA(L,MR) - XA(L+1,MR))*z13

DIFF3 (L)=(X(L,MR)**2 + X(L,MR)*X(L+1,MR) + &
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X(L+1,MR) **2) *(X(L,MR) - X(L+1,MR))
ENDDO
DO L=2,NPM

DVOLVEC (L)=(X(L-1,MR)**2 + X(L-1,MR)*X(L+1,MR) + &
X(L+1,MR) **2) * (X(L+1,MR) - X(L-1,MR))*z16

DVOLAVEC (L)=(XA(L-1,MR)**2 + XA(L-1,MR)*XA(L+1,MR) &
+ XA(L+1,MR)**2)*(XA(L+1,MR) - XA(L-1,MR))*z16

DIFF1 (L)=(X(L-1,MR)**2 + X(L-1,MR)*X(L+1,MR) + &
X(L+1,MR) **2)* (X(L-1,MR) - X(L+1,MR))

VECMD (L)=(X(L-1,MD)*(X(L-1,MR)*%*2 + &
X(L-1,MR)*X(L,MR) + X(L,MR)**2)*(X(L-1,MR) - X(L,MR)) &
+ X(L,MD)*(X(L,MR)**2 + X(L,MR)*X(L+1,MR) + &
X(L+1,MR) *%2) * (X(L,MR) - X(L+1,MR)))/((X(L-1,MR)**2 + &
X(L-1,MR)*X(L+1,MR) + X(L+1,MR)**2)*(X(L-1,MR) - &
X(L+1,MR)))

VECAMD (L)=(XA(L-1,MD)*(XA(L-1,MR)*%*2 + &
XA(L-1,MR)*XA(L,MR) + XA(L,MR)**2)*(XA(L-1,MR) - &
XA(L,MR)) + XA(L,MD)*(XA(L,MR)**2 + &
XA(L,MR)*XA(L+1,MR) + XA(L+1,MR)**2)*(XA(L,MR) - &
XA(L+1,MR)))/((XA(L-1,MR)**2 + XA(L-1,MR)*XA(L+1,MR) + &
XA(L+1,MR) **2)*(XA(L-1,MR) - XA(L+1,MR)))

ENDDO

DO L=2,NPT

DIFF2 (L)=(X(L-1,MR)**2 + X(L-1,MR)*X(L,MR) + &
X(L,MR)**2)*(X(L-1,MR) - X(L,MR))

ENDDQ

end subroutine hivek_mathe
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E.2 mm.f90

subroutine EQMAS (L)
ISHD-Gleichungen und Ableitungen nach den Variablen
'Ersetzung von Sonderzeichen:

!Backslash durch blank&
'Anfuehrungszeichen mit blank

'Header:

IModell =1

!Info: hydro, zz, ohne visko
!Datum: {2004, 5, 14, 18, 29, 58}

use alles

use PHYSKO

G(MM,L)=X(L,MM) - DVOLSCA (L)*X(L,MD) - X(L+1,MM)
DG(MM,MR,IN,L)=-4*PI*X(L,MR)**2%X (L ,MD)
DG(MM,MR,IP,L)=4*PI*X(L,MD)*X (L+1,MR) **2

DG (MM, MM, IN,L)=2Z1

DG (MM, MM, IP,L)=-Z1

DG(MM,MD,IN,L)=-(DVOLSCA (L))

end subroutine EQMAS
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E.3 md.f90

subroutine EQKONT (L)
ISHD-Gleichungen und Ableitungen nach den Variablen

'Ersetzung von Sonderzeichen:
!Backslash durch blank&
'Anfuehrungszeichen mit blank

'Header:

IModell =1

!Info: hydro, zz, ohne visko
IDatum: {2004, 5, 14, 18, 29, 58}

use alles
use PHYSKO

G(MD,L)=DVOLSCA (L)*X(L,MD) - DVOLASCA (L)*XA(L,MD) + 4*PI*(UR2D &
(L)*(SAD (L)*X(L,MD) + X(L-1,MD)*(Z1 - SAD (L))) - UR2D (L+1)*(SAD &
(L+1)*X(L+1,MD) + X(L,MD)*(Z1 - SAD (L+1))))

DG(MD,MR,IN,L)=4*PI*X(L,MR)*(X(L,MR)*X(L,MD) + &
(X(L-1,MD) + SAD (L)*X(L,MD) - SAD (L)*X(L-1,MD))*(-(X(L,MR)) + &
TST*Z2+ZZ* (XA(L,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))

DG(MD,MR,IP,L)=4%PI*X(L+1,MR)*(-(X(L,MD)*X(L+1,MR)) - &
(X(L,MD) + SAD (L+1)*X(L+1,MD) - SAD (L+1)*X(L,MD))*(-(X(L+1,MR)) + &
TST*Z2*%ZZ* (XA(L+1,MU) *ZM + X(L+1,MU)*ZZ)))

DG(MD,MD,IM,L)=4*PI*x(Z1 - SAD (L))*(-(DR3(L)*Z13) + &
TST+ (XA(L,MR) **2*%ZM + X(L,MR)**2*ZZ)* (XA(L,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ))

DG(MD,MD,IN,L)=DVOLSCA (L) + 4xPI*(UR2D (L+1)*(SAD &
(L+1) - Z1) - DR3(L)*SAD (L)*Z13 + SAD (L)*TST*(XA(L,MR)**2+ZM + &
X(L,MR) **2xZZ) * (XA(L,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ))

DG(MD,MD,IP,L)=-4*%PI*SAD (L+1)*UR2D (L+1)
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DG(MD,MU, IN,L)=4*PI*«TST*(X(L-1,MD) + SAD (L)*X(L,MD) - &
SAD (L)*X(L-1,MD))*ZZ* (XA(L,MR) **2*ZM + X(L,MR)**2%ZZ)

DG(MD,MU,IP,L)=4*PI*TST*(X(L,MD)*(SAD (L+1) - Z1) - SAD &
(L+1) #*X (L+1,MD) ) *ZZ* (XA (L+1 ,MR) **2%ZM + X(L+1,MR)**2%*ZZ)

end subroutine EQKONT
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E.4 mu.fa0

subroutine EQMOT (L)
ISHD-Gleichungen und Ableitungen nach den Variablen

'Ersetzung von Sonderzeichen:
!Backslash durch blank&
'Anfuehrungszeichen mit blank

'Header:

IModell =1

!Info: hydro, zz, ohne visko
IDatum: {2004, 5, 14, 18, 29, 58}

use alles
use PHYSKO

G(MU,L)=(DVOLVEC (L)*GRAV*TST+*X(L,MM)*VECMD (L))/X(L,MR)**2 + &
4%PI*TST*X (L,MR) **2% (PRGZ (L-1) - PRGZ (L)) + 4*PIx(DVOLVEC &

(L) *X(L,MU)*VECMD (L) - DVOLAVEC (L)#*XA(L,MU)*VECAMD (L) + UR2DM &
(L-1)*(SADV (L)*X(L,MU)*VECMD (L) + X(L-1,MU)*VECMD (L-1)%*(Z1 - SADV (L))) &
- UR2DM (L)#*(SADV (L+1)*X(L+1,MU)*VECMD (L+1) + X(L,MU)*VECMD (L)*(Z1 - &
SADV (L+1))))

DG(MU,MR,IM,L)=2.PI*X(L-1,MR)* ((GRAV*TST*X&

(L-1,MD) *X(L-1,MR) *X (L ,MM)) /X (L,MR) **2 + 4%PI*X(L-1,MD)*X(L-1,MR)*X(L,MU) &
+ (SADV (L)*X(L,MU)*VECMD (L) + X(L-1,MU)*VECMD (L-1) - SADV &

(L) *X(L-1,MU) *VECMD (L-1))*(-(X(L-1,MR)) + TST*Z2*ZZ*(XA(L-1,MU)*ZM + &
X(L-1,MU)*ZZ)) + (SADV (L)*X(L-1,MR)#*X(L,MU)*(DIFF1 (L)*X(L-1,MD) - DIFF2 &
(L)*X(L-1,MD) - DIFF3 (L)*X(L,MD))*(XA(L-1,MR)*%*3 - DR3(L) - X(L-1,MR)**3+ &
TST*Z3% (XA(L-1,MR) **2*ZM + X(L-1,MR)**2+ZZ)* (XA(L-1,MU)*ZM + X(L-1,MU)*ZZ) &
+ TST*Z3*(XA(L,MR) **2%ZM + X(L,MR)**2*ZZ)* (XA(L,MU)*ZM + &
X(L,MU)*ZZ)))/DIFF1 (L)**2 + (X(L-1,MR)*X(L,MU)*(SADV (L+1) - Z1)*(DIFF1 &
(L)*X(L-1,MD) - DIFF2 (L)*X(L-1,MD) - DIFF3 (L)*X(L,MD))*(-(DR3(L)) + &
Z3*x(UR2D (L+1) + TST*(XA(L,MR)**2%ZM + X(L,MR)**2%ZZ)* (XA(L,MU)*ZM + &
X(L,MU)*ZZ))))/DIFF1 (L)*%2)

DG(MU,MR,IN,L)=PI*(12.*TST*X(L,MR)*(PRGZ &
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(L-1) - PRGZ (L)) - (GRAV*TST*X(L,MM)*(DIFF2 (L)*X(L-1,MD) + DIFF3 &
(L)*X(L,MD))*Z2) /X(L,MR)**3 - GRAV*TST*X(L,MM)*(X(L-1,MD) - X(L,MD))*Z3 + &
X(L,MR)*Z3* (4*PI*X(L,MR) *X(L,MU) *(X(L,MD) - X(L-1,MD)) + (SADV &

(L) *X(L,MU)*VECMD (L) + X(L-1,MU)*VECMD (L-1) - SADV (L)*X(L-1,MU)*VECMD &
(L-1))*(-(X(L,MR)) + TST*Z2*ZZ*(XA(L,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ)) - (SADV &

(L+1) *X (L+1,MU) *VECMD (L+1) + X(L,MU)*(VECMD (L) - SADV (L+1)*VECMD &
(L)))*(-(X(L,MR)) + TST*Z2*ZZ*(XA(L,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ)) + (SADV &

(L) *X(L,MR) *X (L ,MU) * (X (L ,MD) - X(L-1,MD))*(XA(L-1,MR)**3 - DR3(L) - &
X(L-1,MR)**3+ TST*Z3*(XA(L-1,MR)**2%ZM + X(L-1,MR)**2%ZZ)* (XA(L-1,MU)*ZM + &
X(L-1,MU)*ZZ) + TST*Z3*(XA(L,MR)**2%ZM + X(L,MR)**2%ZZ)* (XA(L ,MU)*ZM + &
X(L,MU)*ZZ)))/DIFF1 (L) - (X(L,MR)*X(L,MU)*(SADV (L+1) - Z1)*(X(L-1,MD) - &
X(L,MD))*(-(DR3(L)) + Z3*(UR2D (L+1) + TST*(XA(L,MR)**2%ZM + &

X(L,MR) *x2%ZZ) % (XA (L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ))))/DIFF1 (L)))*Z23

DG(MU,MR,IP,L)=2.PI*X(L+1,MR) * (-4*xPI*X (L ,M&

U)*X(L,MD)*X(L+1,MR) - (GRAV*TST*X(L,MM)*X(L,MD)*X(L+1,MR))/X(L,MR)**2 + &
(SADV (L)*X(L,MU)*X(L+1,MR)*(DIFF2 (L)*X(L-1,MD) + X(L,MD)*(DIFF3 (L) - &
DIFF1 (L)))*(XA(L-1,MR)*%3 - DR3(L) - X(L-1,MR)**3+ &

TST*Z3* (XA(L-1,MR) **2*ZM + X(L-1,MR)**2*ZZ)* (XA(L-1,MU)*ZM + X(L-1,MU)*ZZ) &
+ TST*Z3*(XA(L,MR) **2%ZM + X(L,MR)**2xZZ)* (XA(L,MU)*ZM + &
X(L,MU)*ZZ)))/DIFF1 (L)**2 - (SADV (L+1)*X(L+1,MU)*VECMD (L+1) + &
X(L,MU)*(VECMD (L) - SADV (L+1)*VECMD (L)))*(-(X(L+1,MR)) + &
TST*Z2*ZZ* (XA (L+1,MU) *ZM + X(L+1,MU)*ZZ)) + (X(L,MU)*X(L+1,MR)*(SADV (L+1) &
- Z1)*(DIFF2 (L)*X(L-1,MD) + X(L,MD)*(DIFF3 (L) - DIFF1 (L)))*(-(DR3(L)) + &
Z3% (UR2D (L+1) + TST*(XA(L,MR)**2%ZM + X(L,MR)**2%ZZ)*(XA(L,MU)*ZM + &
X(L,MU)*ZZ))))/DIFF1 (L)**2)

DG(MU,MM, IN,L)=(PI*GRAV*TST* (DIFF2 &
(L)*X(L-1,MD) + DIFF3 (L)*X(L,MD))*Z23)/X(L,MR)**2

DG(MU,MD,IM,L)=PI*DIFF2 &

(L) * ((GRAV*TST*X (L,MM) ) /X(L,MR) **2 + X(L,MU)*(4%PI + (SADV &

(L) *(XA(L-1,MR)**3 - DR3(L) - X(L-1,MR)*%*3+ TST*Z3%(XA(L-1,MR)**2%ZM + &
X(L-1,MR) **2%ZZ) * (XA(L-1,MU) *ZM + X(L-1,MU)*ZZ) + TST*Z3*(XA(L,MR)**2*ZM + &
X(L,MR) **2%ZZ) * (XA(L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))/DIFF1 (L) - ((SADV (L+1) - &
Z1)*(DR3(L) - Z3%(UR2D (L+1) + TST*(XA(L,MR)**2%ZM + &

X(L,MR) **2xZZ) * (XA (L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ))))/DIFF1 (L)))*Z23

DG(MU,MD,IN,L)=PI*DIFF3 &

(L) *((GRAV*TST*X(L,MM) ) /X(L,MR) **2 + X(L,MU)*(4+%PI + (SADV &
(L)*(XA(L-1,MR)*%3 - DR3(L) - X(L-1,MR)*%3+ TST*Z3*(XA(L-1,MR)**2%ZM + &
X(L-1,MR) **2%ZZ) * (XA(L-1,MU) *ZM + X(L-1,MU)*ZZ) + TST*Z3*(XA(L,MR)**2*ZM + &
X(L,MR) **2%ZZ)* (XA(L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))/DIFF1 (L) - ((SADV (L+1) - &
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Z1)*(DR3(L) - Z3*(UR2D (L+1) + TST*(XA(L,MR)**2+ZM + &
X(L,MR) **2%ZZ) * (XA (L ,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ))))/DIFF1 (L)))%*Z23

DG(MU,MU,IM,L)=2.PI*(TST*(SADV &

(L)*X(L,MU)*VECMD (L) + X(L-1,MU)*VECMD (L-1) - SADV (L)*X(L-1,MU)*VECMD &
(L-1))*ZZ*x(XA(L-1,MR) **2%ZM + X(L-1,MR)**2%ZZ) + VECMD (L-1)*(Z1 - SADV &
(L)) *Z13%(XA(L-1,MR)**3 - DR3(L) - X(L-1,MR)*%*3+ TST*Z3*(XA(L-1,MR)**2%ZM &
+ X(L-1,MR)**2%ZZ) * (XA(L-1,MU) *ZM + X(L-1,MU)*ZZ) + TST*Z3*(XA(L,MR)**2%ZM &
+ X(L,MR) **2%ZZ) * (XA(L ,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ)))

DG (MU,MU, IN,L)=PI*(4*PI*(DIFF2 &

(L) *X(L-1,MD) + DIFF3 (L)*X(L,MD)) + TST*(SADV (L)*X(L,MU)*VECMD (L) + &
X(L-1,MU)*VECMD (L-1) - SADV (L)*X(L-1,MU)*VECMD &

(L-1))*Z3*ZZ* (XA(L,MR) **2%ZM + X(L,MR)*%2%ZZ) - TST*(SADV &

(L+1) *X (L+1,MU) *VECMD (L+1) + X(L,MU)*(VECMD (L) - SADV (L+1)*VECMD &
(L)) )*Z3%ZZ* (XA(L,MR) **2%ZM + X(L,MR)*%2%ZZ) - VECMD (L)*(Z1 - SADV &
(L+1))*Z3*x(UR2D (L+1) - DR3(L)*Z13 + TST*(XA(L,MR)**2*ZM + &

X(L,MR) *x2%ZZ) * (XA(L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)) + SADV (L)*VECMD &

(L) *(XA(L-1,MR)**3 - DR3(L) - X(L-1,MR)**3+ TST*Z3*(XA(L-1,MR)**2%ZM + &
X(L-1,MR) **2%ZZ) * (XA(L-1,MU) *ZM + X(L-1,MU)*ZZ) + TST*Z3*(XA(L,MR)**2%ZM + &
X(L,MR) **2*ZZ) * (XA (L ,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))*Z23

DG(MU,MU, IP,L)=4%PI*(-0.5%TST*(SADV &

(L+1) *X (L+1,MU) *VECMD (L+1) + X(L,MU)*(VECMD (L) - SADV (L+1)*VECMD &
(L)))*ZZ* (XA(L+1,MR) **2%ZM + X(L+1,MR)*%2%ZZ) - 0.5%SADV (L+1)*VECMD &
(L+1)*(UR2D (L+1) - DR3(L)*Z13 + TST*(XA(L,MR)**2%ZM + &

X(L,MR) **2%ZZ)* (XA(L,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))

end subroutine EQMOT

124



E.5 me.f90

subroutine EQENE (L)
ISHD-Gleichungen und Ableitungen nach den Variablen

'Ersetzung von Sonderzeichen:
!Backslash durch blank&
'Anfuehrungszeichen mit blank

'Header:

IModell =1

!Info: hydro, zz, ohne visko
IDatum: {2004, 5, 14, 18, 29, 58}

use alles
use PHYSKO

G(ME,L)=DVOLSCA (L)*X(L,MD)*X(L,ME) - DVOLASCA &
(L)*XA(L,MD)*XA(L,ME) + PRGZ (L)*TST*(X(L,MR)x**2*xX(L,MU) - &
X(L+1,MR) *x2+X(L+1,MU)) + UR2D (L)*(SAD (L)*X(L,MD)*X(L,ME) + &
X(L-1,MD)*XLMHME*(Z1 - SAD (L))) - UR2D (L+1)*(SAD &

(L+1) *X (L+1,MD) *XLPIIIHME + X(L,MD)*X(L,ME)*(Z1 - SAD (L+1)))

DG(ME,MR,IN,L)=X(L,MR)* (4%PI*X(L,MR)*X (L ,MD)*X(L,ME) + &
PRGZ (L)*TST*X(L,MU)*Z2 + (SAD (L)*X(L,MD)*X(L,ME) + X(L-1,MD)*(XLMHME - &
SAD (L)*XLMHME*Z1))*(-(X(L,MR)) + TST*Z2*ZZ* (XA(L,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ)))

DG(ME,MR, IP,L) =X (L+1,MR)* (-~4*PT*X (L ,MD) *X (L ,ME) *X (L+1,M&

R) - PRGZ (L)*TST*X(L+1,MU)*Z2 - (SAD (L+1)*X(L+1,MD)*XLPIIIHME + &
X(L,MD)* (X(L,ME) - SAD (L+1)%X(L,ME)))#*(-(X(L+1,MR)) + &
TST#Z2+ZZ* (XA (L+1,MU) *ZM + X(L+1,MU)*ZZ)))

DG(ME,MD, IM,L)=XLMHME*(Z1 - SAD (L))*(-(DR3(L)*Z13) + &
TST*(XA(L,MR) **2*ZM + X(L,MR)**2*ZZ) * (XA(L,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ))

DG(ME,MD, IN,L)=X(L,ME)*(DVOLSCA (L) + UR2D (L+1)*(SAD &
(L+1) - Z1) + SAD (L)*(-(DR3(L)*Z13) + TST*(XA(L,MR)**2*ZM + &
X(L,MR)**2%ZZ) * (XA (L ,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ)))
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DG(ME,MD,IP,L)=-(SAD (L+1)*UR2D (L+1)*XLPIIIHME*Z1)
DG(ME,MU,IN,L)=PRGZ (L)*TST*X(L,MR)**2 + TST*(SAD &
(L)*X(L,MD)*X(L,ME) + X(L-1,MD)*(XLMHME - SAD &

(L) *XLMHME*Z1) ) *ZZ* (XA(L ,MR) **2%ZM + X(L,MR)**2%ZZ)
DG(ME,MU,IP,L)=-(PRGZ (L)*TST*X(L+1,MR)**2*xZ1) + &
TST*(X(L,MD) *X(L ,ME)*(SAD (L+1) - Z1) - SAD &

(L+1) *X (L+1,MD) *XLPIIIHME*Z1) *ZZ* (XA (L+1 ,MR) **2%ZM + X(L+1,MR)**2%ZZ)

DG(ME,ME,IM,L)=X(L-1,MD)*(Z1 - SAD (L))=*(-(DR3(L)*Z13) &
+ TST*(XA(L,MR)**2*ZM + X(L,MR)**2*ZZ)*(XA(L,MU)*ZM + X(L,MU)*ZZ))

DG(ME,ME, IN,L)=X(L,MD)*(DVOLSCA (L) + UR2D (L+1)*(SAD &
(L+1) - Z1) + SAD (L)*(-(DR3(L)*Z13) + TST*(XA(L,MR)**2*ZM + &
X(L,MR) **2%ZZ)* (XA(L,MU) *ZM + X(L,MU)*ZZ)))

DG(ME,ME,TIP,L)=-(SAD (L+1)*UR2D (L+1)%X(L+1,MD))

end subroutine EQENE
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Anhang F

Naturkonstanten und
Umrechnungsfaktoren
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Tabelle F.1: astronomische und physikalische Konstanten

Bezeichnung Symbol Wert Dimension Fehler
Astronomische Einheit AU 1.495978706 60 - 10! m 2.0-107!
Avogadro-Zahl Na 6.02214199 - 10 mol ! 4.7-10'
Boltzmann-Konstante k 1.3806503 - 10=23 JK™! 2.4-107%
Elektronenmasse me 9.109 38188 - 10731 kg 7.2-10738
Elementaladung e 1.602176462 -10°  C 6.3-10727
Gaskonstante R 8.314472 JK 'mol™! 15-107°
Gravitationskonstante G 6.6725985 - 10711 N m?kg~? 1.28-10~*
Jahr (siderisch) asid 3.15581498 - 107 s exakt
Jahr (tropisch) atrop 3.15569252 - 107 s exakt
Lichtgeschwindigkeit c 2.997924 58 - 108 m s exakt
mittlere Sonnendichte  pg 1.408 4969 - 103 kg m 3 —
Parsec pc 3.085677 5807 - 106 m 4.0-10°
Planck’sches
Wirkungsquantum h 6.626 068 76 - 1034 Js 5.2-10~4
h 1.054571596 -1073%  Js 8.2-10742
Protonenmasse my, 1.67262158 - 102" kg 1.3-1073
Sonnenleuchtkraft Lo 3.846 - 10%6 w 8.0-10%
Sonnenmasse Mg 1.9889 - 1030 kg 3.0-10%
Sonnenradius Ro 6.9598 - 108 m —
Stefan-Boltzmann-
Konstante o 5.670400 - 108 Wm2?K™* 40-107"

In dieser Tabelle sind alle Konstanten mit ihren Symbolen, ihren Werten und zugehorigen
relativen Fehlern angegeben (siehe [2], [25] und [40]). — bezeichnet, dass kein relativer Fehler
in der Literatur gefunden wurde.
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Tabelle F.2: Umrechnungsfaktoren cgs- auf SI-Einheiten

Bezeichnung cgs-Einheit  SI-Einheit
Druck ldyncm=? 1072 N m~2
Energie 1erg 10777
Energie/Masse lerg gt 1074 J kg!
Energie/Volumen 1ergcm™3 107! Jm™3
Geschwindigkeit 1 cm s™! 1072 ms™!
Kraft 1 dyn 1075 N
Lénge 1 cm 1072 m
Leuchtkraft lergs™! 1077 J st
Masse lg 1073 kg
Opazitéit 1 cm?g~! 10 2m?kg !

In dieser Tabelle sind die Umrechnungsfaktoren vom cgs-System ins SI-System angegeben (siehe

Tabelle F.3: Umrechnungfaktoren SI- auf cgs-Einheiten

Bezeichnung SI-Einheit cgs-Einheit
Druck 1Nm? 102 dyn cm—2
Energie 1J 107 erg
Energie/Masse 1Jkg™'  10* ergg™!
Energie/Volumen 1J m™3 10! erg cm™3
Geschwindigkeit 1 m s™! 102 cm s7!
Kraft 1N 10° dyn
Léinge lm 102 cm
Leuchtkraft 1Js ! 107 erg s~ 1
Masse 1 kg 103 g
Opazitat 1 m?’kg~!  10%2cm?g~!

In dieser Tabelle sind die Umrechnungsfaktoren vom SI-System ins cgs-System angegeben (siehe

[8])-
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